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1 Ladungen und Elektrisches Feld

1.1 Grafische Darstellung

Abbildung 1: Ladungskonfigurationen

Zeichnen Sie qualitativ die Feldlinien des elektrischen Feldes in die in Abb. (1| gegebenen
Ladungsverteilungen ein. Deuten Sie unterschiedliche Feldstarken durch unterschiedliche
Dichte der Linien an und identifizieren Sie so Orte grofler Feldstarke!
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Losung:

(d)

Abbildung 2: Ladungskonfigurationen, Losungen

1.2 Felder, Allgemein

(a) Erldutern Sie den Unterschied zwischen Vektor- und Skalarfeld, geben Sie Beispiele
an!
Losung: Ineinem Vektorfeld liegt in jedem Raumpunkt eine Grofle mit Richtung
vor. Dieses sind z.B. alle Kraftfelder, wie sie durch Gravitation, elektrisches oder
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1.3

magnetisches Feld hervorgerufen werden. Daher sind auch alle Feldstidrken durch
Vektorfelder dargestellt. Geschwindigkeitsfelder, z.B. der Windgeschwindigkeit sind
Vektorfelder, da in jedem Raumpunkt die Teilchen eine bestimmte Geschwindigkeit
mit Richtung haben.

Im Gegensatz dazu ist bei Skalarfeldern jedem Raumpunkt nur ein Wert zugeord-
net. Im Beispiel Wind/ Luft ist dieses bspw. der Luftdruck, der keine Richtung aber
einen Wert hat. Weitere Beispiele sind die Temperatur oder Potenziale in Kraftfel-
dern, wie z.B. der Gravitation oder der elektrischen/ magnetischen Felder.

Grofle Formelzeichen | Feld Art

Elektrische Feldstéirke E Vektor | Quellen
Elektrische Flussdichte D Vektor | Quellen
Magnetische Feldstérke H Vektor | Wirbel
Magnetische Flussdichte B Vektor | Wirbel
Elektrisches Potenzial [0) Skalar | Gradient
Stromdichte J Vektor
Ladungsdichte p Skalar

Erlautern Sie die Begriffe Quellenfeld und Wirbelfeld und geben Sie auch hier Bei-
spiele an!

Losung: Quellenfelder haben eindeutig zuzuordnende Quellen, an denen die
Feldlinien (Linien der Kraftwirkung) beginnen bzw. enden. Diese Eigenschaft der
Feldlinien ist fundamental fiir solche Felder. Damit ist es moglich, ein Potenzial an-
zugeben, mit dem beschrieben wird, wieviel Feldwirkung zur Verfiigung steht, bis die
Quelle der Wirkung erreicht wird. Beispiel fiir ein Quellenfeld sind die Gravitation
und das elektrische Feld.

Wirbelfelder sind quellenfrei, was jedoch nicht heifft, dass sie nicht irgendwie er-
zeugt werden koénnen. Entscheidend ist hier, dass in Wirbelfeldern die Feldlinien
weder Anfang noch Ende haben, sondern immer in sich geschlossen sind. Es kann
daher kein eindeutiges skalares Potenzial angegeben werden, da an jedem Punkt in
dem Wirbel die gleiche Arbeitsfahigkeit steckt. Wirbelfelder sind die magnetischen
Felder und bspw. auch das Kraftfeld eines Wasserstrudels, denn, ist man einmal
herum, ist die Fahrt nicht zuende, sondern es beginnt nur eine neue Runde.

Seifenblase

Eine Seifenblase aus einer elektrisch leitenden Flissigkeit hat den Durchmesser d, =
10 cm. Sie ist auf die Spannung U, = 100V aufgeladen. Beim Zerplatzen der Seifenblase
bildet sich ein Tropfchen mit d = 0,5 mm. Welches Potenzial hat dieses Tropfchen?

Losung: Eigentlich geht es hier nur darum, das Potenzial in verschiedenen Absténden
von einer Punktladung zu bestimmen. Man kann sich bei kugelsymmetrischen Problemen
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immer die Ladung ins Zentrum konzentriert denken und das Potenzial dann mit

b= -2 _ Kl

dmeyr r

angeben. Im ersten Fall der Seifenblase ergibt sich mit » = 0,05 m dann die Konstante
K = ¢r =5Vm. Nach dem Platzen der Blase kann man die gleiche Rechnung aufmachen
und kommt auf das Potenzial

1
¢y = K— = ¢p— = 20kV,

T 1

ein durchaus erstaunliches Ergebnis.

1.4 Ladungen
(a) Bestimmen Sie die Feldstirke E(r) und das Potenzial ¢(r) einer Punktladung im

Vakuum.
Losung: Das kann man gleich hinschreiben, denn es ist ja
Q@
¢(r) = dmeyr

wobei es in dieser Vorlesung OK wire, wenn man das C weglésst, streng genommen
gehort es jedoch zum Potenzial dazu.

Das Feld ist dann
Q

= 7.
dme,r3

E(r)

(b) Berechnen Sie das Feld eines Dipols nach Abb. mittels geometrischer Uberlegungen
entlang der xz-Achse (Dipolachse) und in der y — z-Ebene (mit z = 0)!

AY

—Q
,( <a/>, x’

Abbildung 3: Geometrie eines Dipols
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Losung:

E.\°E,
| \E <
E
+Q —Q E
’( <CL>, a*;’

Abbildung 4: Geometrie eines Dipols, Uberlegungen zur Losung.

Eine rein geometrische Losung des Problems ist in ausgezeichneten Richtungen
durchaus moglich. Zunéachst stellt man fest, dass nur die Dipolachse ausgezeich-
net ist, und das Problem rotationssysmmetrisch um diese Achse ist. Letztlich kann
diese Achse willkiirlich gelegt werden, wir haben hier die x-Achse gewahlt. Fiir das
Feld entlang der Achse sieht man, dass sich die Feldeinfliisse beider Achsen fast kom-
pensieren miissen, und die Richtung des Feldes immer von der Ladung bestimmt
wird, die dem Beobachtungspunkt am néchsten liegt (also nach links fir z > 0 und
nach rechts fiir z < 0). Weiterhin kann nur eine z-Komponente des Feldes auftreten.
Es ist dann also (mit Nédherungen fiir || > a) Achsenrichtung

B - Q (:B—}—a_:l:—a)

T drmey \ |z +al |z —af?

~

¢ sgn(x) ( Lo 1 )
~ 4re, & (x+a)? (r—a)?
1 1
~ drre,x? sen(z) ((1 +ajz)?  (1— a/x)2>
. Q
~ Ame, a2
_ —2Qa

= -
2meqx

(1—-2a/x—1—2a/z)

was sich oben auch ergeben wiirde. Mit der Signum-Funktion muss man allerdings
kreativ umgehen und die zufiigen, bzw. weglassen, so dass die Feldrichtungen immer
stimmen.
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Auf der Ebene senkrecht zur Achse und durchs Zentrum (also z.B. entlang der y-
Achse) sieht man beide Ladungen in gleicher Entfernung, somit erzeugen sie die
betragsmafig gleiche Kraftwirkung zum Ursprung hin. Es bleibt aber eine Kompo-
nente in Richtung der Dipol/zAchse, und das ist dann der erste Teil der allgemeinen
Losung.

. Q a —a
z = 4me, \/mi% o \/WS
Qa
~ 2meny3

Hier war zu beachten, dass in dieser Ebene die Feldwirkungen genau anders herum
verlaufen, als weit entfernt entlang der Dipolachse.

Man erkennt also, dass die Feldrichtungen in grofler Entfernung des Dipols auf der
Achse in anderer Richtung verlaufen als in der betrachteten Ebene.

Bestimmen Sie, ausgehend vom Potenzial bzw. der Feldstirke der Punktladung,
allgemein das Potenzial ¢(r) und die Feldstirke E(r) eines Dipols allgemein und
dann in der Vereinfachung fiir groffe Abstande r im Vergleich zum Dipolabstand 2a,
also r > a.

Losung: Hier muss man die Potenziale der einzelnen (gegensétzlichen) Ladungen
betrachten und bekommt

Q 1 1

E-GI -6

- Q 1 - 1
Cdreg \ a2+ 2+ 2 J(w—a)P + P+ 22

Hier wurde (willkiirlich) angenommen, dass die beiden Dipolladungen auf der x-
Achse an den Punkten +4a liegen. Diese Darstellung kann man verwenden, und hat
den Vorteil, dass man nur mit einfachen Groéflen x,y,z arbeiten muss. Sie ist jedoch
umstandlich, weil man sich von der kompakten Vektordarstellung verabschiedet und
der Abstand r, den man eigentlich betrachten mochte, nicht mehr erkennbar ist.

o) = -

Formalistischer ist einfach die Arbeit mit einem Abstands- bzw. (Orts)vektor d@, an
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dem die Ladungen liegen.
. Q 1 1
W)= Treg \Fral Foa

. Q 1 1
- dmeg (\/7_”'-7“+27_“'-6+6~a_\/7“-7“—27"-&4—6-6)
. Q 1 1
- dmegr (\/1+277-5L/7°2+a2/7"2 B \/1—2?-d/r2+a2/r2)

Jetzt kann man die Naherungsformel fiir

1 3
(1:&1’)1/2%1:F§CE+§112

anwenden und erhalt

Qa
T

o 3
2meyr

Dieses Ergebnis bedeutet zum einen, dass das Potenzial des Dipols um eine Po-
tenz schneller abféllt als das der einfachen Punktladung, und dass es nicht mehr
Kugelsymmetrisch ist. Vielmehr ist die Flache senkrecht auf der Dipolachse durch
den Mittelpunkt zwischen beiden Ladungen, also die mit 7 - @ = arcosa = 0 eine
Aquipotenzialfliche mit ¢ = 0 und jenseits dieser Fliche hat das Potenzial unter-
schiedliches Vorzeichen.

Das Elektrische Feld kann man nun durch die Bildung des Gradienten mit E = —V¢
bilden, oder auch von Grund auf aufbauen:

4re,
Q Pt B P—a
o \ViFva) Fra) Vi@ r-a)
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Der erste Term in der Klammer fithrt zu einem elektrischen Feld in Richtung der
Dipolachse. Die Amplitude nimmt mit der Entfernung vom Zentrum kubisch ab. Der
zweite Beitrag nimmt ebenso schnell ab, also auch ein Potenz schneller als das Feld
der Punktladung, ist aber exakt radial ausgerichtet. Allein die Grofle dieses Beitrages
héngt wieder von dem Winkel zwischen Beobachtungspunkt und Dipolachse ab.

Im Fall 7-a = 0, also in der Ebene senkrecht zur Dipolachse durch das Zentrum,
dort wo das Potenzial verschwindet, liegt ein axial gerichtetes elektrisches Feld vor.

1.5 Elektrisches Feld von Punktladungen

Q3

Q4

45° Q2
>

Abbildung 5: Ladungen im Dreieck

Drei Punktladungen Q; = 1 x 107 As, Q, =2 x 107% As und Q; = 0,3 x 107% As sind in
den Eckpunkten eines gleichschenkligen Dreiecks mit einer Seitenlénge der Grundflache
¢ = 400mm, in der Luft (¢, = 8,854 x 10712 As/Vm) angebracht (siche oberes Bild).
Legen Sie den Ursprung eines kartesischen 2D-Koordinatensystems auf den Punkt der
halben Hoéhe auf der Hypothenuse (@) des Dreiecks und berechnen Sie:

(a) Die Betrage der drei elektrischen Feldstirken, die von den drei Ladungen in dem
Punkt @, erzeugt werden. (6 Punkte)
Losung: Zunéchst ist einmal die halbe Hohe zu berechnen. Die gesamte Hohe ist
gerade ¢/2 und damit liegt der Punkt @, £/4 = 100 mm oberhalb der Grundlinie.

Die Betréige sind dann

‘E ’ — Ql — 16Q1 — 4@1
U Ame (0244 £2/16)  4Ame 025 Bmeyl?

= 179750 X
m
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und bei E, folgt fast die gleiche Rechnung mit doppeltem Ergebnis:

4Q), \4
E,y| = ——= = 359510 —.
= Seyl? m
Fir E; sicht das ganze so aus:
Q3 4Q; v
E,y|l = = = 269632 —.
£l Ame 0?2 /16 meyl? m

Den Betrag der resultierenden Feldstirke in dem Punkt von @,. (6 Punkte)
Losung: Um den Betrag der resultierenden Feldstérke bestimmen zu koénnen,
muss man die drei Feldstarken in Komponenten—Darstellung schreiben.

Von den Punkten @, und @, wird @, jeweils im Winkel

t —6/4 t ( L ) 26,565°
= arcta = arcta — =
« r n €/2 I n 5 y

gesehen.

\Y
E,, = |E,|cosa = 160773 —
m

) \Y
E,, = |E;|sina = 80386 -

Vv
E,, = |Ey|cosa = —321546 —
m
E |E,| si 160773 A
= ina = —
2y 2 m

A%
E, = —|E,| = —269632 —
3y | 3| m

Die resultierende Feldstiarke E wird
| (160,773 " —321,546 n 0 k_V
o 80,386 160,773 —269,632 m
~(—160,773 lﬁ
-\ —28,473

m

R kV KV
= |E| = /105,22 4+ 28,4732 — = 163,27 —
m m
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(c) Den Winkel « der resultierenden Feldstarke mit der horizontalen z—Achse. (3 Punk-
te)
Losung: Der Winkel, den E mit der z—Achse bildet, wird

E —160,773

€T

|E] ~ 163,27

cosa = = 0,985
= o~ 190°

Also wirkt das Feld nach unten links
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2 Ladungen und Elektrisches Feld

2.1 Darstellung in Octave/Matlab

Folgende Aufgaben sollen mit Hilfe von Computerprogrammen (Octave oder Matlab)
gelost werden:

(a) Stellen Sie Potenzial und Feldstéirke einer Kugelladung mit C' = 107° As dar:

i. Eindimensional entlang der x—Achse fir 1mm < x < 10 mm Feldstérke und
Potenzial! Symmetrieiiberlegungen zeigen, dass nur eine radiale Komponente
des elektrischen Feldes existieren kann. Alle anderen sind Null. Die Formeln
sind (nochmal in schén gesetzter Form):

Q
B —
" Ameyr?
Q
o=,
e

wobei r der Abstand ist, das ist bei uns dann .
Der Rest ist ein kleines Matlabprogramm

eps0=8.8542e—12;""J
x=[le—3:0.1e—3:10e—3];""J
E=le—6/(4spixeps0)*1./x.72;7 "]
Phi=le—6/(4xpixeps0)*1./x;""J

figure (1); clf;7"J

ax=plotyy (x,Phi,x ,E, @Qplot);""J

title ('Potenzial Phi und Feldstaerke’);”"J
ylabel(ax (1), Phi/V’);"7J

ylabel (ax(2),’E/(V/m)’);" "]

xlabel ('x/m’);" "]

und das Ergebnis ist in Abb. [6] dargestellt. Die Darstellung in einem Diagramm
mit zwei Achsen ist natiirlich optional.
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PotengighPhi und Feldstaerke einer Kugelladung entlang einer Achse
10 - - - - 10

Philv
E/(V/m)

Abbildung 6: Potenzial und E-Feld einer Kugelladung

ii. Stellen Sie nun das Potenzial ¢ im Bereich von —10mm < z < 10 mm und
—10mm < y < 10mm, also in der = — y-Ebene geeignet dar. Experimen-
tieren Sie mit den Grafikbefehlen contour, contourf, contour3, surf und
evtl. noch anderen. Beachten Sie, dass in dem Fall » = (/22 4+ y? = 0 eine
Singularitat vorliegt, die Sie geeignet behandeln (ausklammern) sollten. Die
Konstruktion ii=find(r<eps); r(ii)=dx; ist dafiir geeignet. eps ist einfach
die kleinste Zahl, die zu eins addiert nicht wieder eins ergibt (der sogenannte
round-off-error). Sie kénnen auch eine andere Grofie hier verwenden, oder das
Potenzial in einer Ebene leicht oberhalb (0.4.) der Ladung bestimmen. Das
Programm

eps0=8.8542e—12;""J

dx=0.5e—3;""J

x=[—10e—3:dx:10e—3];""J

y=x; J

[xx,yy|=meshgrid (x,y);” " J

\% Bestimme den Abstandsvektor separat” J
r=sqrt (xx. 24+yy. 2);""J

\% um die Singularitit auszusparen J
ii=find (r<eps); r(ii)=dx;""J
E=le—6/(4xpixeps0)*1./r.72; \% Feldstirke —J
Phi=le—6/(4xpixeps0)*1./vr; \% Potenzial J
figure (2);clf;7"J

\%"J

\% von den Grafikbefehlen ist nur einer zu aktivieren J
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contourf (xx,yy,Phi);""J

\%contour (zx,yy, Phi); " J

\%contour3 (zx,yy, Phi); " "J
\%surf(xz,yy, Phi); " J

\%

colorbar;" " J

title (’Potenzial einer Kugelladung’);""J
xlabel ('x/m’); ylabel(’y/m’)""J

16st das Problem und und liefert Abb. [6l

Potenzial einer Kugelladung x 10°
0.01

0.005

110

y/m
o

-0.005

-0.01
-0.01 —-0.005 0 0.005 0.01

x/m

Abbildung 7: Potenzial einer Kugelladung

2.2 Punktladung und Kraft

Zwei elektrische Punktladungen mit (); und (), mit unterschiedlichem Vorzeichen wirken
auf eine Ladung @) (Abb. . In welchem Abstand genau auf der Linie zwischen den beiden
Punktladungen x von der Ladung @), ist die auf ) wirkende Kraft minimal, wie grof§ ist
diese Kraft?

Q1 Q Qo

> -9

a

Abbildung 8: Zur Optimierung der Kraft
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Losung: Das Feld einer Punktladung ist allgemein

.

" Ameyr?

wobeli die Feldlinien auch hier rein radial verlaufen und r der Abstand von der betrachteten
Ladung ist. Fiir das hier angefithrte Problem ergibt sich also

ol (2o )

~dme, \ 22 (v —a)

giiltig, mit der dargestellten Vorzeichenwahl, nur im Zwischenraum zwischen den beiden
Ladungen. Das ist zu beachten!
Es genitigt fiir die Minimierung die Kraft, das Minimum der Feldstarke zu suchen. Das ist

dE, 1 (_2Q1+ 20, ):0
)3

dr dre, 2 (r—a

und damit

3/ Qo '
T+y—a
Die etwas unhandliche Schreibweise mit dem Verhaltnis der beiden Ladungen und dem
Minuszeichen stellt sicher, dass der Radikant immer positiv ist, und keine Wurzeln aus
Einheiten zu ziehen sind.
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Die Kraft ist dann

Q@ @
FJU N 47T€O (w%nzn (xmin o a>2>
Q o Qs

:Q<1+V—73—?>2 0 @

dmeya? 3/ Q1
Q2
2
3/ Q
_e(+y-§) o _o. | <
dmeya? ! ! _g_%
2
3/ Q
dmeya? ! ! Q,
3
QQ (1+{-2)
N dreya? '

Es muss hier in jedem Schritt auf das richtige Vorzeichen des zweiten Termes geachtet
werden.

2.3 Beschleunigte Ladung

Y

Q

Abbildung 9: Bewegte Ladung und ortsfeste Ladungen
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Es liegt eine Konfiguration wie in Abb. [9 vor. Hier sind die zwei Ladungen @ im Abstand
a von der z—Achse ortsfest und im Abstand x, liegt eine bewegliche Ladung @), vor, die
eine Anfangsgeschwindigkeit von v, hat. Alle Ladungen liegen in der z = 0-Ebene und
die Bewegung von ), geméaf v, geht entlang der x—Achse. Diese Situation kann sich z.B.
ergeben, wenn ein freier Ladungstrager (), sich zwischen Atomriimpfen bewegt.

(a) Bestimmen Sie die elektrische Feldstarke E und das Potenzial ¢ entlang der z—Achse
(allgemein und visualisiert von —2z, < z < 2z, mit Werten)! Benutzen Sie lieber
geometrische Argumente als mathematischen Formalismus! Die Werte sind: a =

r, = 0,5nm (ca. Gitterkonstante von Silizium), @ = —Q, = 1,602 x 107 C.
my = 9,109 x 10~ kg.
Losung:

Y
Q

Abbildung 10: Geometrische Betrachtungen
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Potenzial Phi und Feldstaerke zweier Ladungen x 10°

6 . . .
2 E
Z 4 10 2
- w

2 1 1 1 _5

-1 -0.5 0 0.5 1

X/m v 1 n_g
(a)
x 10°°  Potenzial zweier Ladungen Potenzial zweier Ladungen

1

05 @

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 11: Potenzial und Feld entlang der z-Achse (a) und gesamtes Potenzial (b,c)
der zwei Ladungen in zwei Darstellungen (hier nicht gefordert).

Es ist zu ersehen (Abb. , dass es bei der gegebenen Symmetrie nur eine Feld-
komponente in Richtung der x—Achse geben kann. Diese ist entweder nach rechts
gerichtet, wenn die Ladungen gleiches Vorzeichen haben, oder nach links, wenn sie
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ungleichnamig sind. Die einzig existierende Feldkomponente ist dann

Q 2 cos
E, = .
Adre, 22+ a?
Q 2x

B dmey /22 ¥ Pl
wobei der Abstand r = V&2 + a? verwendet wurde, und der Kosinus des Winkels
mit cosa = x/vx? + a? angegeben werden kann.
Das Potenzial ist einfach die Uberlagerung der beiden einfachen Potenziale, also

_ @ 2
¢(I>_47T€0'\/m'

Das Ergebnis ist in Abb. [11|(a) entlang der z-Achse dargestellt und (b) zeigt zur
[Mlustration nochmal das Potenzial in der ganzen Ebene.

Was kann der freien Ladung (), alles passieren? Betrachten Sie moglichst allge-
mein und fiir obige Werte alle méglichen Félle fiir unterschiedliche @,Q, (gleiche
und ungleiche Vorzeichen), sowie unterschiedliche Anfangsgeschwindigkeiten und
-richtungen! Ein guter Ausgangspunkt ist die Betrachtung der gesamten Energie
(also Potentielle im Feld und kinetische) des freien Ladungstragers.

Losung: Da kann viel passieren. Zundchst gentigt es aber, nur positive z, (also
rechts) zu betrachten, da ansonsten auf der linken Seite das gleiche ggf. mit umge-
kehrten Vorzeichen geschieht.

Die gesamte Energie des freien Ladungstrégers ist

QQ
2megVa? + a?
Die Anderung der Energie, und damit die Bewegung, hingt von den Vorzeichen von
Qo X Q und v, ab.

Wenn ), und @) gleiches Vorzeichen haben, dann wird das elektrische Feld die
freie Ladung nach rechts driicken.

1 1
Wges = §m01}8 + ¢($O)Q0 = §mOU8 +

Mit v, > 0 (also auch nach rechts) entflicht der freie Ladungstrager.

Mit v, < 0 (also auch nach links) kommt es darauf an. Wenn der Ladungstréger die
Linie zwischen den Ladungstragern tiberqueren kann, wird er nach links wegfliegen.
Wenn nicht, irgendwann stoppen und dann nach rechts wegbeschleunigt werden.
Dieses geschieht genau dann, wenn die kinetische Energie gentigt, das restliche Po-
tenzial zu tberbriicken. In der Mitte ist

QQ
2¢€e,a

(bQo =
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Mit
1 5 QQy (1 1
— > _— e —
90" 2meg \a  \/xk+ a?

hat man das Potenzial, das tiberwunden werden muss, damit er freie Ladungstrager
nach links entflichen kann. Dieses erfolgt bei

QQ, 1 1 5 M
— - - - ~ 10° —.
v \l reome \ @ x% — 7,703 x 10 .

(Werte gelten fur die obigen Annahmen).

Wenn nun die beiden Ladungen unterschiedliches Vorzeichen haben, wird die
freie Ladung von den beiden festen angezogen. Da es nur eine Komponente in —z-
Richtung gibt, erfolgt die Beschleunigung entlang dieser Achse. Anmerkung: Das ist
aber blanke Theorie!

Die Ladung @), kann nach rechts (oder links) entflichen, wenn sie der Potenzialwanne
entkommt. das ist in beiden Richtungen erfiillt, wenn

gilt. Das heifit also

vojc\lL ~ 41,2 % 105 = |

\/x2+a?

Bei kleinerer Geschwindigkeit wird der freie Ladungstrager in der Wanne gefangen
bleiben und dort zwischen zwei gleichen Auslenkungen hin und her pendeln. Die
maximale Auslenkung x; bestimmt sich aus

1
Po(10)Qp + —movg = ¢(7,)Qy

2
N lm UQ + QQO — QQO
27070 one /a2t a2 2mey\/ 72 + a2

2
_ QQ, 2 2 o
g J(cz@meomovam) (@ +at) —at.

es ist zu beachten, dass QQ), < 0 ist. mit steigendem v, verringert sich also der
Betrag des Nenners, bis er bei der o.g. Grenzgeschwindigkeit Null erreicht. Der
Ladungstréger ist frei.
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(c)

Nutzen Sie qualitative, geometrische Uberlegungen, um zu erkliren, was in y—Rich-
tung (z—Richtung) geschieht, wenn der freie Ladungstréger nicht genau in der Mitte
der festen Ladungen positioniert wird!

Losung: Wenn () und ), gleiches Vorzeichen haben, dann wird der freie La-
dungstrager in y Richtung immer von dem festen () stirker abgestoflen, dem er am
nachsten ist. Der freie Ladungstréger wird in die Mitte geschoben. In z—Richtung
wird er in jedem Fall abgestoflen und wird so bei Start mit z # 0 immer entweichen.

Wenn Q und ), unterschiedliches Vorzeichen haben, wird der freie Ladungstra-
ger immer starker von dem néheren festen angezogen. Er wird also immer in einem
der Ladungstréger landen, wenn er nicht schnell genug ist, der ganzen Konfiguration
zu entkommen. Auf der z-Achse gilt das gleiche.

Argumentieren Sie - dhnlich wie in dem vorstehenden Aufgabenteil - | was ge-
schieht, wenn anstatt zweier Ladungstrager vier auf den Ecken eines Quadrates
in der yz—Ebene oder ein Ring mit einer Linienladung ¢; in der Ebene vorliegen.
Losung: Das Ergebnis ist sehr dhnlich. Zum einen verandern sich die Vorkoeffizi-
enten fiir die Feldstarke und das Potenzial zu

bo = s
@ megV2? + 2a2’

weil nun vier Ladungen, aber mit Abstand v/2a zur Achse vorliegen, bzw. bei Lini-
enladung @) = ¢;2ma mit Radius a folgt

¢p =

qra
b
2¢V 12 + 2a?
was in einer anderen Aufgabe genau ausgerechnet werden kann.

Qualitativ ist der Unterschied nun nur, dass die Anziehung auf einen Ladungstréger
oder den Ring, bzw. die Abstoflung zur Mitte hin (je nach Vorzeichen) nun in y und
z-Richtung geschieht. Die Bewegung in z-Richtung bleibt qualitativ gleich.

(*) Stellen Sie die Bewegungsgleichung (Differentialgleichung) in z-Richtung fir das
urspriingliche Problem auf. (Lésung geht nur sinnvoll numerisch.) Aus dem ersten
Aufgabenzeit ist die Feldstarke mit

Q T
E, = . 3
e, Tt

bekannt. Die Kraft auf den freien Ladungstrager (Elektron) ist damit

Fx = EIQO
und die Beschleunigung ist
Fx ExQO
a/w = — =
m m
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darauf folgt fiir die Bewegung

d*z . QQ T
dt?  2megmy /72 ¥ g2
dx o QQ

5 dt + v

T
dt ) 2meymy JmT 2
dx
x(t):/adt—kxo.

damit ist alles geschrieben. Eine Lésung mit Matlab (nicht unbedingt nétig hier)
kann so erfolgen:

)

function ldg_besch ()" "J

\ x0=0.5¢—9;""J

\ v0=8e5;""J

\  [t,y]=ode45(@besch,[0 5e—14],[x0 v0]); ~"J
\ ax=plotyy (t,y(:,1),t,y(:,2));""J
\  xlabel(’t/s?);""J
\  ylabel(ax(1),’x/m’)" "]
\  ylabel(ax(2),’v/(m/s)’)""J

end” ]

J

function [ ret ] = besch (t,y) " J
\  eps0=8.8542e—12;""]

\  mul0=4xpix10"—=7;""1J

\  ¢0=299792458;""]

\ e0=1.6022e—19;""J

\ m0=9.1094e—-31;""J

\ a=0.5e—9;""J

\ ret=[y(2); —e072/2/pi/m0/epsOxy(1)/sqrt(y(l)"2+a"2)"3];""J
end” ]

in einem .m-File namens ,ldgbesch.m“ liefert eine Losung. Die fiir obige Parameter

ist in Abb. [12] gezeigt.
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15 T T T T 15

villmala)

x/m

Abbildung 12: Bewegung eines eingefangenen Ladungstragers
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3

3.1
(2)

Numerische Feldberechnung mit der Finite Differenzen-
Methode

Laplace/ Poissongleichung

Leiten Sie die Laplacegleichung (Poissongleichung) fiir das Potenzial in kartesischen
Koordinaten her!
Losung: Es gilt fiir das elektrische Feld

8
E=-V¢=—grad¢ = — (Z—Zz) ¢
22

und natiirlich gilt der Quellensatz des elektrischen Feldes mit

divD=V"- (GE’) =p

9 9 9
(Y sl (B (%),
- dy - dy 0

il il el

0z 0z 0z

3 ¢

oz dz 2 2 2
(%) (% 0% 079 09
B G(aﬁy) gf{, N 3m2+8y2+822

Oz Dz

Erldutern Sie die Begriffe Divergenz und Gradient!

Losung: Der Gradient gibt die Steigung eines skalaren Feldes, bspw. des Poten-
zials, an. Der Gradient ist ein Vektor, weil er in die Richtung des steilste Anstieges
zeigt. Der Betrag (die Lange) dieses Vektors ist der Anstieg.

Die Divergenz Bestimmt die Quellenbildung eines Vektorfeldes, es ist ein skalarer
Wert der angibt, wie sich die einzelnen Komponenten eines Vektorfeldes in Richtung
der Komponente dndern. Dieses kann physikalisch nur durch eine Quelle geschehen.
Im elektrischen Feld sind die Raumladungsdichten Quellen fiir die elektrische Ver-
schiebungsflussdichte.

Leiten Sie mit Hilfe der Laplace-Gleichung in einer ( aa—;gd> = 0) und in zwei (;—;;b +
53—;2 = 0) Dimensionen die Differenzengleichungen her! Dieses sind die Gleichungen,
die im Finite Differenzen Verfahren verwendet werden.

Losung: Zunéachst einmal gilt, um ein Potenzial ¢(z) ndherungsweise aus seinem

Nachbarn zu bestimmen

0 0?

¢z +h) ~ ¢(z) + - d(@)h + 55—

oh?.
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Geméf Laplace-Gleichung ist die zweite Ableitung Null, die erste kann man durch
eine Differenzenndherung zum Vorganger an x — h ndhern und man bekommt

¢z +h)—¢(x—h)

Bla+h) = o(x) + o
B+ h) — oo — h)

= o(a) + ;

o(x+h)+o(x —h
o ) = ST R T =R
Das Potenzial an x ist also der Mittelwert der Nachbarn. Das liegt ganz klar dar-
an, dass die Krimmung (zweite Ableitung) verschwindet. In einer Dimension sind
also im quellenfreien Raum nur linear steigende oder fallende Potenziale zulassig

(Abb. [[3).

h

X
| | >
z—h x x4+ h

Abbildung 13: Zur Finite Differenzen Gleichung in einer Dimension
In Zwei Dimensionen geht prinzipiell zweimal das Gleiche vor sich:

2

02dz?

2
2

Mit der Differenzengleichung fir die erste Ableitung in beiden Richtungen wird das
dann

Oz + hy) ~ dog) + 2 dleg)h -~ o(zy)h?

ox
0

h,y) — —h 0?
oo+ hy) ~ o(ag) + CETID GG O e

gb(l‘,y-ﬁ-h) —qﬁ(x,y— h) 82

Blay+h) ~ play) + - + gprrdlahe.
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Wenn man nun beide Gleichungen einfach addiert erhalt man
8o+ h) + 0wy + ) ~ 20(ag) + LETRN G Zhy) | Syt h) oy 1)
2 2
. 2

P(,y) .

wobei nun die Summe der beiden zweiten Ableitungen gemafl Laplace-Gleichung
Null ist. Das ist die Stelle, an der die Laplace-Gleichung verwendet wird! Aufgelost
haben wir dann

$(z.y) ~ oz + hy) ; p(x —hy) élzy+h) ; ¢(x,y—h) N é(x + h,y) ;L o(z,y+ h)

_ i (6(x + hyy) + (x — hy) + p(ay + h) + d(zy — b)) .

Das ist auch wieder ein Mittelwert, wenn man so will, jetzt aber in zwei Dimensionen,
so dass Kriimmungen entlang einer Achse nun wieder zuldssig sind, und sich auch
praktisch ergeben.

3.2 Programmtechnische Umsetzung

Entwickeln Sie ein Matlab/ Octave-Programm, das mittels Finite Differenzen Verfahren
in zwei Dimensionen Feldprobleme 16sen kann.

(a) Im ersten Schritt soll folgendes Umgesetzt werden: Folgendes soll umgesetzt werden

o Das Berechnungsgitter ist zweidimensional und quadratisch mit N Punkten
o Die Berandung hat das Potenzial Null (Masse)

o Es konnen Ladungen beliebig platziert werden (durch Programmcode, nicht
durch GUI!)

o Es werden das Potenzial und das elektrische Feld berechnet
Tipps:

e Die Finite-Differenzen Gleichung lautet

1
B(r) — 1 (0@ +hy) + 6 —hy) + 9Ly +h) + 6oy — b)) =~
oder auf dem diskreten Gitter
1 N
8(6) — 3 (804 1) + 9l = 1) + (55 + 1) + 9lig — 1) =~ L

mit den Gitterpunkten (4,j)
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o p(i,j) kann gut als Spaltenvektor aufgebaut werden, wobei die (i,5)—Koordi-
nate durch k = (i — 1) * N + j gefunden werden kann.

o Genau wie p wird der Vektor ¢ adressiert.

« Die Laplace-Matrix (das ist die mit den %) wird genauso adressiert und hat
dann die Grofie N2. Sie sieht wie folgt aus:

1 0 00O O O O O O O O OO 0 O
o1 000 0O 0O 0O O O 0O 00O 00
o0 100 0 0 0 0O 0 0 0 O0O0 00
o0 010 0 0 0 0 0 0 00O 00
o0 001 0 0 0 0 0 0 00O 00
Oo-+ 0 0-% 1 -2 0 0 — 0 0 0 0 0 0
o0 —+00 -1 -2 0 0 -2 909090 00
o0 000 O 0 1 0 0 0 0 O0O0 00
o0 000 O O 0 1 0 0 0O0O0 00
o0 000 - 0 0 -1 -1 090-2 00
o0 000 O -0 0 -3 1 —20 0 —10
o0 00O0O O O 0O 0 0 0 1 00 00
o0 000 O 0O 0 0 0 0 01 0 00
o0 000 O 0O 0 0 0 0 0O0 1 00
o0 000 O 0O 0 0 0 0 0O0©O0 1 0
o0 000 O O 0 0 0 0 0O0O0O 01

Eine Schleife programmiert man in Octave auch mit ,for*, wie tiberall anders
auch. Versuchen Sie ,help for” fiir mehr Informationen.

Beachten Sie, dass die Randpunkte des Gitters keine % enthalten, sondern tiber
die rechte Seite (p) direkt auf Null gesetzt werden, es taucht in der Zeile nur
eine eins auf.

« Ein Gleichungssystem 16st sich mit V' = L\p in Matlab. Nun haben Sie das
Potenzial V, das nur noch umsortiert und dargestellt werden muss.

o Ach ja: An mindestens einer Stelle muss p(i,7) # 0 sein, sonst ist alles Null.

(b) Erweitern Sie das Programm so, dass Sie Potenziale setzen konnen, und nicht nur
Ladungen verteilen. Dazu muss es Zeilen in der Matrix geben, in denen nur eine
eins auftaucht (sonst nichts) und p dann als Spannungsvektor missbraucht wird.

(c¢) Erweitern Sie das Programm so, dass auch Spriinge im € berechnet werden kénnen.

(d) Erweitern Sie das Programm so, dass auch Ladungen und Kapazitéten berechnet
werden koénnen.
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4 Hiillenfluss und Kapazitaten

4.1 Hiillenfluss

Es liegt eine geladene Kugel mit Radius r, vor. Berechnen Sie das Potenzial und das elek-
trische Feld im Innen und Aussenraum der Kugel fiir verschiedene Raumladungssichten

p!

(a) Fur die Raumladungsdichte gilt p = p, konstant in der ganzen Kugel.
Losung: Der Satz vom Hiillenfluss sagt

#Dd/_(:/v//pdv.

Fiir die hohe Symmetrie der Kugel gilt folgendes vereinfachend:

o Fiir eine Kugeloberfliche mit dem Ursprung (der geladenen Kugel) im Zentrum
geht der elektrische Verschiebungsfluss immer radial nach auflen oder innen und
ist damit (anti-)parallel zum Element normal auf die Oberflache dA.

o Die Verschiebungsflussdichte ist unabhangig vom Winkel.
o damit ist das linke Integral einfach eine Multiplikation
e p ist auch unabhéngig vom Winkel

o Hier muss nur iiber das radiale Volumenelement dr aufintegriert werden.

Somit ergibt sich die deutlich einfacherer Gleichung

Anr? D, (r) = 47T/p0r’2 dr’

0

4dnr? D, (r) = 4?7Tp07,3
1
D,.(r) = gPo”
B (r) = o por
3€q

im Innenraum der Kugel fiir r < r,.

Im Aussenraum wird immer die gleiche Ladung umschlossen. Wo genau die sich
befindet, ob in einem Punkt in der Mitte oder verteilt auf der Kugel macht keinen
Unterschied man bekommt also

wenn Q = Fp,ry ist.
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Das Potenzial berechnet man am einfachsten aus dem Integral der Feldstérke entlang
der r—Richtung, also mit

r 1 2 £
—GPor ur r <
P(r) = _/E (r") dr" = 10 11 1 .
/ " Eporg (; — E> — @porg fir r >
p —6%7'2 fir r <7,
r)=— [ E.(r')dr = 3 g2
o(r) 0/ (1) %(%_%> fir r > r,

2

r ——8W2JT37’ fir r <,
¢(T) = _/ET(T/>dT/ — o 10 . )
0

1 \r 272 fir r > rg

Der jeweils letzte Term im Aulenraum stellt die Stetigkeit des Potenzials am Ende
der Kugel sicher, durch die eigentlich frei Wahl der Integrationskonstanten kann
man ihn auch leicht loswerden und hat das Potenzial der Punktladung.

Im Inneren der Kugel liegt also ein linear nach auflen steigendes elektrisches Feld
vor, das Potenzial steigt dementsprechend quadratisch an.

(b) Fur die Raumladungsdichte gilt p = py-— linear nach auflen ansteigend.

Losung: Es gilt das schon oben geschroiebene, daher hier nur die Rechnung

r

4nr?D (r) = 47T/p6£7“2 dr
r
J 0
4

dnr? D (r) = 7Tp6r— dr
To

1, r?

D.(r)==-p=

T(T) 4p0?°0

im Innenraum und im Auflenraum mit der Gesamtladung

Q = mpgr
folgt
Q 1
B(r)= 4
7) Ame, 12

Das Potenzial ergibt sich aus Integration und stetiger Anpassung an der Kugelgrenze

zu
T . Q 3 f <
127e 7‘4T urr=Tro
r)y=— [ E(r')dr = 070
o(r) / A7) { Q (1 1) fir r > r,
0

4meg \ 7 612
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(c) Wenn allgemein die Raumladung nach auBen mit einer Potenz zunimmt: p(r) =
P4 (%)n Lassen Sie so viele Zahlen fir n zu wie moglich (also auch negative!).
Losung: Wieder nur die Rechnung, diesmal beginnend mit Q:

r

n 1 A
Q(r) = 47r/p6 (L) r?dr = 4mp)— /7“’“r2 dr
0

0
4mp}, .
B { “Po_pnt3 fiir p > —3

(n+3)ry
00 firn < -3

_ { Qpes (£)" fiw n >3

00 fir n < -3

Der letzte Fall wird natiirlich nicht weiterverfolgt. Die gesamte Ladung ist dann

_ Ay s
Qges - (n T 3) o
in den relevanten Fallen.

In Innenraum (wie auch im Aufienraum) wird dann £, = Q/4me,r? angewandt und
man erhélt

4meq r6”+3

Qges 1 '3
pr fir r > ry

Qges pnt fir r <,
E.(r)=

und dann fir n > —2

Q es n+2 1 .
o(r) = _4(n+g2)7r50- (;gﬂ - %> fir r <,
%(l_i) fir r > r,

4meg \ 1T T

und fiir n = —2 muss der Logarithmus her:

_fges In(r/ro)  fir ¢ < o
r) = T 7o -
o(r) Qges (L—2) firr>r,

4meqg \ T o

Hier wurde der Quotient im Logarithmus willkiirlich gebildet, denn letztlich ist es
nur eine Konstante, und die kann man zum Potenzial immer hinzuaddieren, und
in dieser Schreibweise treten keine unangenehmen Logarithmen von Einheiten auf.
Uberhaupt wurde in diesem Aufgabenteil willkiirlich das Potenzial so gelegt, dass
am Rand der Kugel ¢ = 0 ist, das macht einen Vergleich etwas einfacher.

Das heifit nun, dass mit groSerem n Feld und Potenzial immer stérker zum Rand
der Kugel hin ansteigen, bis im Grenzfall mit n — oo der Innenraum feld- und
potenzialfrei ist und die GroBlen am Rand springen.
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x 10

n=-2
n=-1
n=0
n=1
n=2
n=10

E/(V/m)
-
(6]

i i i i i 0 ; i i i
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
x/m x/m

(a) (b)

Abbildung 14: Potenzial (a) und elektrische Feldstirke (b) im Inneren und Aufleren einer
Raumladungskugel mit potenzférmiger Ladungsdichteverteilung.

Bei kleinem (negativen) n findet der umgekehrte Fall statt, es gibt eine Feldkonzen-
tration um den Ursprung herum.

Besonders interessant ist noch der Fall mit n = —1, denn dann liegt im inneren ein
radial homogenes Feld vor.

Die Ergebnisse sind in Abb. [14] dargestellt.

4.2 Kugelkondensator

Es liegt ein Kugelkondensator nach Abb. mit geschichteter Fiillung vor. Die innere
Kugel liegt auf dem Potenzial U,,, die d&uflere auf 0.

(a) Berechnen Sie die Kapazitat, Potenzial und Feldverlaufe fiir o.g. Schichtung!
Losung: Das geht am leichtesten iiber den Satz vom Hiillenfluss, indem zunéchst
eine noch unbekannte Ladung @) auf den Metallkugeln angenommen wird. Es liegt
wieder nur ein radiales Feld vor. Dann gilt immer

47r?D,.(r) = Q
< D, (r)= ¢

4arp?

g - { 4“0%113 firr, <r<ry
T Q

W fuer<T<Ta

Daraus ergibt sich dann der Potenzialverlauf durch Integration

Q .
b(r) = 4 Tregenr +C, firr, <r<ry
“_ 40, firr,<r<r,

4meg€oT
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T
| I I >

0 7 Td Ta

Abbildung 15: Kugelkondensator mit geschichteter Fillung

und die Unbekannten @Q,C,,C;, werden aus den Rand- und Stetigkeitsbedingungen
an r;,r;, R, bestimmt:

Q
——+C, =1,
Ameye T, T 0
B R
4dmeq€, o,
L + Cl — L + 02
Ameye 1y ATEYE, 9T
Die zweite Gleichung liefert
02 - Q 9
Ameye, T,

damit die dritte
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Und nun ist die erste Gleichung

1 1 1 1
¢ (ke
dmey \ €47, €0Ty  €Epol €174

7 a

o Q (Td—ri_i_?“a_?“d):UO

dmey \ €,.1747; €070

und so kommt man auf die Ladung

1
Q = 4:7.‘-601]0 Tg—"; Ta—Td
€r1Tgr; €r2TqTqd
2
€r1€r2 Tdri Tq
(Td - Ti>€r2ra/rd + (Ta - Td)erlrird

und schliellich die Kapazitat

2
€r1€27g7; Ty

(rd - Ti>€r2’rard + (Ta - Td)Grlri'rd .

Q
C:ﬁO:‘leo

Mit der hieraus ersichtlichen Kapazitit eines einfachen Kugelkondensators (r, = r,
setzen) von

r,r
_ i'd
Cry = 4mege, ——
a— T
r,T
_ a'd
Cro = 4Tey€, 5 —
a Tq

héatte man auch einfach tiber eine Reihenschaltung der beiden Kapazitaten mit

C — CYfflcYI(2
K Ok + Cie

kommen kénnen. Das Ergebnis dieses Rechenweges steht schon weiter oben.

Insgesamt sind dann Feld und Potenzial gegeben mit

U, €,1€,.9T2T,T .
g - ror2dia firr, <r <wry,
E — €r1T (Td_ri)67'2rard+g"a_rd)57'lrird
r Uy €r1€r2TqTiTg fii
. urr, <r<r
€raT?  (Tq=T;)€paTqTqH(Tq—Tq)€r17;7g d a

2
U ( 1 1 . 1 _ 1 ) €r1€r2Tq"iTa fur r.<r<r
¢<7“> — { 0\epnr T €raTq €raTq €r1ra) (ra=ri)€rararat(ra—ra)ermirg t d

U, ( pvi ) s firr, <r<r
0 \eor €raTa /) (Tg—Ti)€raTaTaH (o —Ta)€r1TiTg d a

Potenzial und Feldstarke nochmals so explizit anzugeben, ware nicht unbedingt
notig gewesen, man hat ja oben () berechnet.
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(b) Bestimmen Sie die Kapazitét einer Kugel gegentiber unendlich und geben Sie dann
die Erdkapazitat an, wobei wir von einem Radius von 6300 km ausgehen und nur
eine Einzelkapazitat betrachtet werden muss.

Losung: Fir die Einzelkapazitat gilt

Cy = 4meyr;
und in Zahlen dann

4.3 Kugelkondensator, zum Viertel gefiillt

Abbildung 16: Kugelkondensator mit einer Viertelkugel gefiillt mit gedndertem Dielektri-
kum

Ein Kugelkondensator nach Abb. hat den Innenradius r, und Aussenradius r,. Die
Fillung besteht im Wesentlichen aus einem Dielektrikum mit €, = €,,€,. Das untere
linke Viertel der Kugel ist - wie gezeigt - mit einem Dielektrikum mit e, = €,,¢, gefiillt.
Randeffekte konnen vernachlassigt werden.

(a) Berechnen Sie - mit Herleitung aus den Feldgleichungen (Satz vom Hiillenfluss) -
die Kapazitdt der Anordnung! Argumentieren Sie, welche Feldkomponenten stetig
sind, welche nicht! (7 Punkte)

Losung: Nach dem Satz vom Hiillenfluss gilt

#Ddl:@
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Die dielektrische Verschiebungsflussdichte hat aufgrund der radialen Symmetrie nur
eine nach auflen gerichtete Normalenkomponenten, und die ist in radialer Richtung
stetig, wird aber an den Grenzflachen der Dielektrika unstetig sein.

Weiterhin gilt fiir das elektrische Feld

Ta

/EM:U

T

und hier ist die tangentiale Komponente auch an der Grenzschicht stetig, denn
letztlich muss - egal welcher Integrationsweg gewahlt wird - immer die Spannung U
herauskommen.

Mit der Materialgleichung und der Folgerung aus dem Potenzialansatz folgt

Erl = Er2 = Er
Drl = 61Er
D'r2 = €2E7'

und der Umschreibung auf die radiale Komponente folgt

(3me, + e )Er? = Q
Q

s = —
" (3 + €y)12

und dann noch

B Q 1 1
V= m(3€; + €5) L’_z_ T_} '

a

Und mit
Q (3¢ +¢€)
CZEZ_I%TL

T

(3€; + €)1,

T =Ty

Ta

Letztlich ist das die Parallelschaltung des Dreiviertel mit dem Einviertelkondensator

Wie grofl muss die Dielektrizitatszahl des zweiten Mediums sein, damit beide Teil-
kondensatoren die gleiche Kapazitat aufweisen? (2 Punkte)
Losung: Es muss

€ = 3¢,

gelten.
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Abbildung 17: Ladungs- und DK-Verhéltnisse am Problemkondensator

(c) Skizzieren Sie bei den o.g. Verhéltnissen der Dielektrizitatszahlen die Oberfléchen-
ladungsdichte auf der inneren Kugel, geben Sie charakteristische Werte und Zusam-
menhénge an! Argumentation ggf. in Textform (6 Punkte)

Losung:
Die Skizze ist in Abb. [17] dargestellt. Die Ladungsdichte ist mit
_Q
4mr?

zu berechnen.

4.4 Plattenkondensator mit Wegabhangigem Material

Ein einfacher Plattenkondensator mit einer Flédche A und einem Plattenabstand d ist mit
einem Material gefiillt, bei dem €, = €., (1 + az/d) gilt. Die beiden Platten liegen bei
x = 0 und x = d, die Platten sind auf +Q) aufgeladen. Bestimmen Sie aus dem Satz des
Hiillenflusses, oder aus der Gleichung V - D = p den Feld- und Potenzialverlauf, sowie
die Kapazitat. Randeffekte konnen vernachléssigt werden, da die Platten als unendlich
ausgedehnt angenommen werden kénnen.

Losung: Wegen der unendlichen Ausdehnung gibt es nur eine Variation in z—Richtung.
Die Maxwell’sche Gleichung wird also zu

dD,(x)

=0
dx

im Raum zwischen den Platten und am Rand dann der Sprung mit

D, (x=0)  Q
dx - Adz’

Wya=d) _ Q
dx T Adx’
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Zwischen den Platten dndert sich also die Verschiebungsflussdichte nicht, sie springt
nur am Rand. Gleichen Zusammenhang bekommt man aus dem Hiillfluss mit

D.A=Q

im ganzen Raum.
Fir das elektrische Feld hat man dann

D, (@) _ Q
€0, Aeye,q (1 + ax/d)

und durch bekannt Integration erhalt man den Potenzialverlauf zu

b(x) = / E,(z)dz = Afilaln(uax/d)
0
_ . Qd
o(d)=U= Aeyeia In(l1+a).

Im Grenziibergang mit o — 0 ergibt sich mit In(1 + z) &~ = die erwartete Spannung von
U=

Ae€gery

4.5 Ein Kondensator lauft leer

(aus Becker 2000, ,Grundlagen der Elektrotechnik” Aufg. 1.14)

Ein Plattenkondensator befindet sich in einem olgefiillten Gefa8 (e,,., = 1,5) und hat
darin die Kapazitdt C (Abb. [1§). er liegt an einer Spannung von U, = 280kV wobei
folgende Zahlenwerte gelten. d = 10 cm, A = 400 cm?. Randeffekte konne vernachlissigt
werden, der Kondensator ist ideal.

(a) Durch ein Leck im Geféboden liuft langsam das Ol aus. Bei welchem Olstand x,
kommt es zum Durchschlag (E,,,, 1. = 30kV/em, E, .. 5, = 150kV /cm)?
Losung: Hierzu muss zunéchst die Feldstiarke in Abhéangigkeit vom Olstand be-
rechnet werden. Es liegt ein kapazitiver Spannungsteiler vor, bei dem fiir die (inter-

ne) Spannung iiber dem Luftkondensator folgt
C
U =U Oel ,
Bl 700 g+ Cou

ULuft
Erupe = 2d —x
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Abbildung 18: Olgefiillter Kondensator

Die Kapazitiaten und die Feldstarken sind dann

€A
Crun =503

A
C’Oel = GOZZT'EGCZZ
U,e
. — 0*rOel
Bt (2d — 2) (2 — d) (51 + 222)
_ Uo€roel
T —d+€,0.(2d —x)
— UOG’I”OSI
d(QETOel - 1) - x<€7“06l - 1)
ELuft U,
Eou = = 5

€r0el d<2€rOel - 1) - x(ﬁrOel - 1) .

39

Die letzte Berechnung folgt aus der Forderung nach Stetigkeit der Normalkompo-
nente der elektrische Flussdichte D an der Grenzschicht. Damit ist klar, dass im Ol
immer eine kleinere Feldstdrke herrscht und gleichzeitig die Durchschlagsfeldstéarke
in Luft geringer ist. Es muss also den Durchschlag in der Luft geben, und der ist
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bei
Uye
E — 30KV _ 0~-rOel
max Luft /Cm d(2€rOel - ]-) - x<er06l o 1)
U,

<~ d(2ErOel - 1) - x(GrOel - 1) - ol

Ema:)c Luft

1 U €
! €r0cl — 1 < ( €roet ) Emax Luft o

also eine Aufteilung von 2cm Ol und 8 em Luft zwischen den Platten.

(b) Beim Durchschlag wird die Netzsicherung ausgelost, der Kondensator somit von der
Spannungsquelle getrennt. Nach Loschen des Uberschlags verbleibt eine Restladung
Qrest = D X 1077 As im Kondensator. Welche Energie AW ist in der Entladung
freigesetzt worden? Die Energiezufuhr aus der Spannungsquelle und der Olverlust
wahrend des Durchschlags sind vernachlassigbar.

Losung: In der obigen Situation teilt sich die Spannung an

€A

Cruge = W—m 4,427 pF,
A
Cpuy = 60;% = 26,56 pF
1
auf in
C
Upupe = Uy — =240kV
fugt 0 CLuft + CvOel

erl - UO - ULuft — 40kV.

das hatte man natiirlich auch einfach tiber die bekannte Feldstarke und die Stecke
2d — z; berechnen konnen.

Die Energien sind dann
1
WLuft - §CLuftU[2/uft - 0,1275J

1
WOel - §COelUgel == 0,02125J
Wges - WLuft + WOel — 0,1487J .
Nach der Entladung rechnet man am zweckmaéfigsten tiber die Ladung und hat

c;. .,C
O = _—Luft=0c _ 3795pF
Crupi + Coel

W/ _ 1 Q%eer

= =0,0329J
ges 2 C ’
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was dann die Energie der Entladung zu

Wone = Wiey — Wioy = 0,1487J —0,0329J = 0,1158 ]

ges

bestimmt. Bei einer angenommenen Funkendauer von 1 us sind das tibrigens mehr
als 100 kW Leistung im Funken, aber auf die Energie kommt es an!

Der Kondensator bleibt von der Spannungsquelle getrennt. Welche Spannung U, ...
liegt dann am Kondensator, nachdem alles Ol ausgelaufen ist?
Losung: Wenn das Ol ausgelaufen ist, ist die Kapazitit nur noch

A
(jLeer:::E%Z_:::35542]3F¥
und die Spannung ist dann
Upoor = Qreer _ 141,18V .
CjLeer

Um welchen Betrag W; ., andert sich die Feldenergie des Kondensators im Zeitraum
unmittelbar nach dem Durchschlag bis zum vollstindigen Olauslauf? Wie lifit sich
diese Anderung erkliren?

Losung: Die Energie ist dann

1Q7
— _ eer — 2
Wieer = 5 G = 0085 917,

also noch etwas mehr, als direkt nach der Entladung. Die Energiezunahme kommt
daher, dass durch das auslaufende Ol Bewegungsarbeit verrichtet wurde, die hier
nun in das Feld gegangen ist.
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5 Kraft und Energie im elektrostatischen Feld

5.1 Zylinderkondensator mit Fiillung

(Nach Becker ,,Grundlagen der Elektrotechnik* Aufg. 1.29)

An einem Zylinderkondensator nach Abb. [19[mit dem Radienverhéltnis R/r = e = 2,718
liegt die Spannung U = 6 kV. Ein Glasrohr mit der Wandstarke d = R—r wird reibungslos
in den Kondensator eingefiihrt. Die Dielektrizitatszahl des Rohrchens sein €, = 2,5, die
Lange 1m.

i LY

Abbildung 19: Zylinderkondensator mit teilweiser Fiillung.

(a) Berechnen Sie die Kapazitédt C' der Anordung als Funktion der Elntauchtiefe x!
Losung: Es liegt eine Parallelschaltung von zwei Kondensatoren (einer ohne, einer
mit Glas) vor. Wohl dem, der die Formel fiir Zylinderkondensatoren im Kopf hat.
Wir nehmen mal an, wir haben das nicht, und leiten uns das nochmal her.

Fir das Feld eines gleichméafig gefiillten Zylinderkondensators gilt nach dem Satz
vom Hiillenfluss
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2rrlD, = Q
Q
s E =—
" 2merl
womit dann die Spannung ausgerechnet werden kann, bzw. eigentlich soll die Ladung
aus der Spannung berechnet werden.

R R 0
= [ E.(r)dr= d
v / H(r)dr / omerl
- ()
=—In|—
2mel r
Q 27le
s (C===
U In(f)
Mit den dann unterschiedlichen Fiillungen, eine mit Hohe x und eine mit Hohe [ —x
hat man
27(l — z)e,
CLuft In (%)
2mreEy€
CGlas o
In (57)
27e
Cges = VYLufst + CGlas = In (é]) ' ((l - CL’) + CL’ET>
2
— 70 (4 ax(e, —1)) = 55,63pF(Im + 1,5 - z)

~ In(£)

(b) Das Glasrohr wird mit einer Geschwindigkeit von 1 m/s in den Kondensator gescho-
ben. Wie grof ist der Stromflufl aus der bzw. in die Quelle?
Losung: Es gilt bei konstanter angelegter Spannung

Q=CU
= U [y 0+l =)
=V
- UIZ% (e, —1)v=0,5puA.

Da sich die Kapazitdat durch den Einschub vergrofiert, muss die Ladungsmenge zu-
nehmen, also der Stromfluss aus der Quelle in den Kondensator verlaufen.
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(c) Mit welcher Kraft F'wird das Glasrohr in den Kondensator gezogen?
Losung: Die Losung erfolgt hier iber die Energie, denn es gilt

(d) Nachdem das Rohr tiber die komplette Lange eingeschoben wurde (der Vorgang wird
ideal und abrupt gestoppt!), wird die Spannungsquelle abgeklemmt und das Rohr
wieder herausgezogen. Welche Arbeit wird dabei verrichtet? (Alles ideal reibungsfrei
und kein Schwerefeld vorhanden, da der Kondensator flach liegt)

Losung: Der Schliissel ist die Ladung, die am Ende auf dem Kondensator ist, das
ist

2meq€,l

In (5)

(s

Qo =Clz=)U, =U = 0,8345 pAs,

diese bleibt erhalten und es dndert sich dann die Spannung, die Energie ist

_1Q3 1

- - 2
_1QF _1c*(),,
W2=5¢0) “2¢cn) v
2 9rege,
AW =W, —w, = 202y g zmpmg

2 (%)

Die Energie im Feld ist im zweiten Fall also grofler, was nattirlich daran liegt, dass
die Kapazitat bei gleicher Ladung ohne Dielektrikum geringer ist. Es musste also
wiederum mechanische Arbeit verrichtet werden, also Kraft aufgewandt werden, um
das Glas zu bewegen.

5.2 Verschiedene Gleichungen fiir Kraft und Energie
Erklaren Sie (und leiten Sie her), was Frau Marinescu auf S. 83 (Gl. 65) unterlassen hat:

d d

e (), - (85),

de /g dr /),
Zur Erklarung (wenn Sie nicht direkt dort nachlesen wollen). Hier geht es um die Kréfte
die auf die Platten (Elektroden) eines Kondensators ausgeiibt werden, wenn - im ersten
Fall - dieser von der Spannungsquelle abgekoppelt ist, also die Ladung konstant bleibt. Im

zweiten Fall bleibt die Spannung konstant, da eine Quelle verbunden ist. Interpretieren Sie
das Ergebnis, Sie konnen die Konfiguration in Abb. 20| zur Veranschaulichung verwenden.
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L
\/

—>U

Abbildung 20: Kondensator fiir Kraft und Energiebetrachtungen.

Losung: In beiden Féllen édndert sich die Energie im Feld eines Kondensators wenn sich
(ggf. nur virtuell) eine Elektrode verschiebt. Es wird eine virtuelle, sehr kleine Verschie-
bung um dz angenommen. Dann gilt (Plattenkondensator angenommen) fiir die Kapazitat

A

A
= C(x) Ney (1+§) firz < d

Mit den bekannten Formeln fiir die Energie kann man dann also herleiten, dass mit
konstanter Ladung folgt

Q@ Q*d—x)
W@ =56 = 2ea

Bekannt ist natiirlich, dass die unterschiedlich geladenen Platten sich anziehen miissen,
die Kraft wirkt also in positive x—Richtung, damit dieses erfiillt wird, muss

aw.
(%)
dz /g
gelten. Mit geringerem Abstand (also durch Wirkung der Kraft) steigt die Kapazitat und
dadurch sinkt die Feldenergie, die Kraft wirkt aber trotzdem in positive x—Richtung, es

muss ein Vorzeigen eingefithrt werden. Es kann hier die mechanische Arbeit verrichtet
werden, bis die Platten aufeinander liegen, die Kapazitiat dadurch unendlich wird, daher
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mit U = @/C die Spannung zwischen ihnen Null wird, und gefahrlos eine (leitende) Ver-
bindung hergestellt werden kann, die die Ladungen ausgleicht. Eine knappere Herleitung
findet sich in Philippow auf S. 181. Die ist aber auch weniger Anschaulich.

Wenn aber eine konstante Spannung vorliegt, dann gilt die Formel fiir die Energie
etwas anders:

1 AU? x
W, = -CU? ~ (1+2).
73 “©3¢ T3
Es wurde schon die Ndherung fiir kleine & verwendet. Hier sieht man, dass die Energie im
Feld steigt, was an der bei kleinerem Abstand wachsenden Kapazitat liegt. trotzdem ist
klar, dass die Kraft durch die unterschiedlich geladenen Platten in positive z—Richtung
wirken muss, und das haben wir nun ohne das Minuszeichen:

ro_ <dWe> .
v dx /)

Hier wirkt also eine Kraft, es wird mechanische Arbeit verrichtet, und zudem steigt die
Feldenergie, was daran liegt, dass die angeschlossene Spannungsquelle diese elektrische
Energie nachliefern kann. Wenn man hier die Kraft wirken lésst geschieht eine Katastro-
phe, die Platten ndhern sich, die Kapazitét steigt, die Ladung steigt dadurch mit QQ = CU,
die Spannung bleibt gleich und irgendwann wird die Durschlagsfeldstérke erreicht und das
Feld bricht mit einem Lichtbogen zusammen. In dem wird dann ein grofler Teil der vorher
gesammelten Energie vernichtet.

Nattrlich kann man diese Wirkung auch (ohne bis zum Durchschlag zu gehen) konstruktiv
nutzen, um z.B. durch elektrostatische Kréfte einen Zeigerausschlag in einem Messinstru-
ment zu bekommen.
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6 Differential- und Integralrechnung bei Funktionen
von mehreren Variablen

Dieses ist im eigentlichen Sinne keine Ubung, sondern eine beispielhafte, mathematisch
nicht rigorose Abhandlung tiber die wichtigsten mathematischen Zusammenhénge bei der
Berechnung elektrischer und magnetischer Felder. ,Mathematisch nicht rigoros“ heifit,
dass die hier vorgestellten Verfahren bei den praktisch auftretenden Problemen eigentlich
immer funktionieren. Einige Félle sind nicht abgedeckt. ,Beispielhaft heift, dass hier
wenige einfache Funktionen betrachtet werden, an denen die Verfahren gezeigt werden. Die
Ubertragung auf mathematisch, insbesondere in der Integralrechnung, anspruchsvollere
Aufgaben kommt in der Anwendung, bzw. muss der Leser selber machen.

Zusétzlich zu den Bildern im Text gibt es ein Matlab/ Octave-Program mathe_bilder (nr),
das mit der richtigen Zahl als nr das jeweilige Bild erzeugt. Die zahlen stehen jeweils in
den Bildunterschriften.

6.1 Skalare Funktionen mehrerer Variablen, Differentiale und
Kurven
Zum Einstieg werden skalare Funktionen, also solche, die nur einen Wert liefern, betrach-

tet. Diese hingen von mehreren Variablen ab. Am Anfang sollen zwei (z,y) geniigen, es
werden nie mehr als drei (z,y,z). Beispiele sind (Abb. [21]

flay) = 2% + 472
flry) =z +y
flay) =

1
flzy) = PN

Insbesondere die Funktion f = 22 + y? in Abb. weist viele Eigenschaften der in der
Feldberechnung vorkommenden Funktionen auf, ohne deren iibliche Schwierigkeiten mit
sich zu bringen: Kreissymmetrie, ohne die Singularitat.

Solche Funktionen kann man nun leicht entlang ihrer Koordinaten(richtungen) ableiten
und erfahrt so, wie grof§ die Steigung in der jeweiligen Richtung ist. Beispielhaft folgt

Of (zyy) O(z* +y?)

ox - oz =2
of(x,y) B 8(:1;2 +y2) _o
oy oy v

Was aber, wenn man einen anderen Weg geht, also sich z.B. nicht entlang der Koordina-
tenachsen hélt, sondern entlang der Diagonale (z = y), oder allgemeiner auf irgendeiner
Kurve lauft. Welche Steigung erfahrt man dann?
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Abbildung 21: (100,101) Funktion f(z,y) = 2 + y* in dreidimensionaler Darstellung (a)

und ihre Aquipotenziallinien mit Gradientenpfeilen (b).
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x + y in dreidimensionaler Darstellung (a)

und ihre Aquipotenziallinien mit Gradientenpfeilen (b).

Abbildung 22: (200,202) Funktion f(z,y)
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e —
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(a) (b) ()

Abbildung 23: (103) Funktion f(z,y) = x? + y? entlang der Wege z—Achse y = 0 (a),
y—Achse z = 0 (b) und der Diagonalen x =y =t (c).

Zunéchst muss die Kurve mathematisch beschrieben werden, das geht hier bspw. mit
c: r=y= t

ohne dieses wirklich mathematisch sauber aufgeschrieben zu haben. Der Parameter ¢ ist
eingefithrt worden, damit man sich von den Koordinaten trennen kann. Im zweiten Schritt
beschreibt man die Funktion entlang der Kurve, es ist also

faste = () =2 + 2% = f(t) = 2t°
nun abhéngig von der einen Variablen ¢. Die Ableitung kann gebildet werden:

dfaufc _ df(t) _
de — dt =4t

Die einzelnen Schnitte/ Funktionenverldufe sind in Abb. 23| gezeigt. Das Verhalten entlang
der Diagonalen liegt einfach daran, dass man nun auch mit jedem Schritt entlang dieser,
die v/2-fache Strecke wie entlang der Achsen zuriicklegt. Denn man geht ja immer einen
Schritt nach = und einen nach y. So kommt auch die doppelte Steigung zustande. Wir
lassen dieses Problem an dieser Stelle so stehen und korrigieren es nicht.

Die Kurven diirfen durchaus auch komplizierter werden. In der Feldtheorie sind bspw.
haufig Kreise die Kurven der Wahl. Einen Kreis mit dem Ursprung als Zentrum und dem
Radius r kann man in z,y so beschreiben:

2 = 32 4 42
—y=xVr:—a2.
Man mag es nachrechnen, aber es ergibt sich sofort ein Kreis. Betrachtet man nun die

Funktion

faufKreis('r7y) = x2 +y2 = .Tz +7’2 — 3}2 = 7‘2’
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y.f.df/dc
—

Abbildung 24: (202) y (schwarz), Funktion f(z,y) = = 4+ y (blau) und Ableitung (rot)
entlang eines Halbkreises, bezogen auf die z—Koordinate.

so spiegelt die Rechnung wider, was man schon gesehen hat. Die Funktion ist auf dem
Kreis konstant, eine weitere Rechnung ertibrigt sich, die Ableitung ist Null.
Anders sieht es aus bei

faufKreis(x7y> =z+ y=x + v r2 — 2,
Hier lohnt eine weitere Berechnung, die bei der Differentiation auf

dfauf Kreis(ajﬂy) o d (.’L’ + T2 T ;1;2) =1 L
de B dx N V2 — g2

fiihrt. Es ist zu betonen, dass der Parameter hier immer noch z ist, und nur der obere
Halbkreis betrachtet wurde, unten ist einfach ein Minus vor die Wurzel zu setzen. Das
Ergebnis ist in Abb. [24]gezeigt, und muss interpretiert werden. Die Ableitung hat den Wert
unendlich an den Réndern (fir x = 42), was - wie anderes auch - schlicht daran liegt, dass
die Abhéngigkeit von x aufgetragen wurde und an den Randern zunéchst in y— Richtung
und nur wenig in z—Richtung gegangen wird. Die Ableitung schon der Koordinate y nach
x wére hier unendlich. Somit ist diese Darstellung nicht eben die natiirliche Wahl bei der
Bewegung auf einem Kreis. Nattirlicher wéare es, einen Winkel anzugeben, auf dem man
ich bewegt.

Dieses erreicht man durch Polarkoordinaten (Abb. [25). Hier wird nun die z,y-Ebene durch
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A

7 Sin @l Ao

Abbildung 25: Polarkoordinaten

die veranderten Koordinaten r,¢p beschrieben. Somit ist
T = 1CoSs ¢

y = rsin ¢
r? =2+ y?

¢ = arctan <y> ,
x

und beim Arcus-Tangens muss auf das richtige Vorzeichen, bzw. den richtigen Bereich
geachtet werden. Die beiden bisher betrachteten Funktionen lassen sich dann so beschrei-
ben:

flzy) =2*+ 9> = f(r,¢) = r?cos® ¢ + r?sin® ¢ = r?
fley)=z+y = f(r,¢) =rcos¢+ rsing = r(cos ¢ + sin @) .

Die erste Funktion ist wieder langweilig, weil konstant auf dem Kreis, daher wird nur die
Steigung auf der zweiten berechnet:

df(r,¢) dr(cos¢+sing) o
i i =r(—sin¢g + cos¢) .

Hier ist nun alles auf den Winkel bezogen, und man kann ablesen, welche Steigung man
erfahrt, wenn man einige Radianten ,geht*. Dieser Weg ist aber keine Strecke im ei-
gentlichen Sinne, sondern nur eine Drehung. Um die Steigung tatséchlich auf die Strecke
bezogen zu bekommen, ist ein leicht verandertes Wegelement rd¢ notig, so dass dann

1df(rg)
r do

= (—sin ¢ + cos ¢)
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f,df/dc
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Abbildung 26: (203) Funktion (blau) und Ableitung (rot) entlang eines Kreises, in Polar-
koordinaten.

ganz ohne 7 folgt (Abb. . Folgt man also dem Kreisbogen, so erfahrt man auf der
Funktion x 4+ y ein harmonisches Auf und Ab mit entsprechenden Steigungen, deren
Betragsmaxima bei den Diagonalen mit x = —y liegen und man bei z = y einen flachen
Verlauf vorfindet, genau wie das Abb. 22| schon nahegelegt hat.

Die Betrachtung der Ableitungen entlang verschiedener Kurven ist hier nur eine Vor-
iibung. Hieran sollten rechentechnisch einfache Operationen geiibt werden und es sollte
die Vorstellung der Kurve trainiert werden. In Sachen Ableitung interessiert man sich
meist nur fiir Richtung und Betrag des steilsten Anstiegs an einem Punkt. Dieses ist der
Gradient der Funktion an einem Punkt, und das muss natiirlich ein Vektor sein. Diesen
steilsten Anstieg findet man durch

of(z,y)
grad f(z,y) = | o0,

Oy

und erhalt fur die beiden betrachteten Funktionen
2 2 2 2 2z
) =2 +42 = wad(e? + ) = ()

immer nach auflen steigend und zunehmend. Und es folgt

Faw) =z +y= wad(e +) = ()

die immer entlang der Diagonalen x = y einen konstanten und den steilsten Anstieg hat.
Eine beliebte Darstellung, ist die mit dem ,Nabla-Operator*

0

0,
gradf(a:,y,z) =V f('rayvz) = @ f(9072/72>
9z
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in drei Dimensionen und kartesisch. Schlieflich folgt in Zylinder, bzw. Polarkoordinaten
unter Beachtung des modifizierten Wegelementes

9
o,
grad f(7“7¢72’) = V f(T',gb,Z) = (7%8_(21)) f(rv ,Z) .
9
9z
Angewendet und auf zwei Dimensionen reduziert (einfach den z—Teil weglassen) hat man
dann

frg) =1 = wad(r?) = ()

also keine Steigung in ¢—Richtung, und

f(r,¢) = r(cos ¢ +sinp) = grad [r(cos ¢ + sin ¢)] = <COS ¢ +sin ¢> _

cos ¢ — sin ¢

6.2 Integration von Funktionen von mehreren Variablen

Nun, auBer Steigungen/ Ableitungen kann man natiirlich auch Flachen bzw. Integrale
berechnen. Dieses stellt einen erheblichen Teil der Arbeit bei Feldberechnugnen dar. So
kann man sich fragen, welche Flache sich zwischen einer Funktion f und bspw. geraden
parallel zu einer Achse, z.B. x, befindet. Dieses Integral kann man recht einfach berechnen,
es ist dann beispielsweise

3
/f(a:,y)da::/x2+y2da::%+y2x

T

die Stammfunktion bzw.

2 2
16
/f(fv,y)dfl::/wzﬂ/zdﬂ&:§+4y2
=2

—2
fiir das Integral von -2 bis 2 parallel zu z—Achse an einer Linie y.

In Abb. 27| sind die Funktionenverlaufe parallel zu x fiir verschiedene y gezeigt, ein Feld
ist markiert, dieses ist die beispielhaft berechnete Flache. Bei der Integration parallel zur
zweiten Achse geschieht nichts unerwartetes, nur das Integrationselement wird getauscht.
Zudem kann man nun fragen, wie grofl denn die Fléche zwischen er Funktion f und einer
Kurve, z.B. der Diagonale, oder auch einem Kreis ist (Abb. . Zuerst solle die Fléache in
Abb. berechnet werden: Man beginnt mit der Parametrisierung der Kurve (also der
Diagonalen) und hat

r=y=1
= f(zy) = 2% +y? = 2t2
2
dt
x2+y2ds:/2t2—d8.
ds

—2

:/D

iag.
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Abbildung 27: (104) Zur Integration parallel zu einer Achse.
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Abbildung 28: (105) Zur Integration auf der Diagonalen (a) und auf einem Kreisbogen

(b).
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Es fehlt noch der in der Substitution einzubringende Term dt/ds, und der ergibt sich aus
der Kurve. Alle Punkte der Kurve kénnen durch den Vektor

-()

beschrieben werden und es ist ein infinitesimales Wegelement

dc _ (1
dt — \1
dc de, \? de,
= 2 !
\/(dt)—i—(dt) — /2 hier! .

dt
2
/ x2+y2ds:/2t2\/_dt 3 \/_
D

iag. 5

Also ist

Das ist natiirlich das gleiche Ergebnis, das man erhalten hatte, wenn man man
2v2
/ 2r2 dr
,2\/5
berechnet.
Aufwindiger fillt die Berechnung der Zylindermantelfliche in Abb. aus, wenn atich

das Ergebnis nach Héhe x Umfang bekannt ist. Zunachst wird die Kurve parameterisiert
und wird das infinitesimale Wegelement berechnet:

R t
€= 2 _ 42
dé_ 1
dt —ﬁ
de| t2 B r2
- 1+7“2—t2_ r2 —2°

dt

Und das Integral, ausgefiihrt iber den Parameter ¢ von —r bis r ist damit

‘s

/ x2+y2ds:/(t2+r2—t2);dt
Kreis r? — 12

'

3
r
————=dt DBronstein Regel 164
/ V2 —t2
t T
= r3 arcsin —
r

-

= r3arcsin(1) — r3 arcsin(—1)

I
w
VS
13
|
‘I
3
SN~—"
I
)
=
w
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Dieses ist die Flache auf dem oberen Halbkreis zwischen der Funktion und eben dem
Kreisbogen. Der untere Halbkreis liefert mit —y das gleiche noch einmal, womit die obige
geometrische Regel verifiziert wurde. Allein an der Tatsache, dass man ein rechentechnisch
aufwandiges Integral zu 16sen hatte, legt nahe, dass man mit x,y nicht gerade die optimale
Beschreibung gefunden hatte.

Besser geht es wieder in Polarkoordinaten. Dort hat man

= ()
i~ (1)

dc
gl = V=1
f(r¢) =12

27

/ r2rd¢ = 2mr3

0

fiir den Vollkreis. Zu beachten ist wieder, das richtige Flachenelement rd¢ einzusetzen.
Und auffallend ist die Einfachheit der Integration, wenn man sie nur in dem richtigen
Koordinatensystem ausfiihrt.

6.3 Flachen und Volumenintegrale

Wie grof3 ist das Volumen, das bspw. in Abb. insgesamt unterhalb des Graphen liegt.
Also das zwischen f(z,y) und der quadratischen Grundflache z,y von —2 bis 27 Wie grof}
ist das dort von dem gelben Zylinder umschlossene Volumen? Prinzipiell muss man nur
die Volumina der rechteckigen Quader oberhalb eines Flachenelmentes d A aufsummieren
(Abb. [29)). Fiir eine solches rechteckiges infintesimales Flichenelement folgt schnell dA =
dx - dy und das Integral ist

//A foy) dA = // F(o.y) da dy.

da (ohne Beweis) die Integrationsreihenfolge egal ist, integriert man zuerst tiber z und
dann tiber y. Man durchlauft das zweidimensionale Feld also in Streifen, zuerst parallel
zur x—, dann zur y—Richtung (Abb. . Fiir die Integration einer Beispielfunktion in
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Abbildung 29: (106) Zur Integration tber eine Flache. Quader iiber Grundfliche dA ist
hervorgehoben, Integrationsrichtungen sind gezeigt.

einem festen Intervall ergibt sich dann

11
_ 2

// flxy)dA /:C +y? dx dy
Quadrat o

Nebenbei bemerkt man, dass die Integration der ,,1“ die Flache ergibt, iiber die integriert
werden soll.

Anspruchsvoller als iiber rechteckige Grundflachen ist es, wenn tiber komplexer beschrie-
bene Figuren zu integrieren ist. Als Beispiel wird hier ein Viertelkreis herausgegriffen, fiir
den in Abb. 30| verschiedene Aufteilungen er Integrationen gezeigt sind.

Zunéchst wird einfach in x — y—Koordinaten iiber die Grundflache integriert. Hier muss
mit r? > 22 + y? wie folgt parametrisiert werden:

— —\/r2 _ g2
T =T Ymaw = VT2 — 2.
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Abbildung 30: (300) Verschiedene Integrationsrichtungen radial (links) und kartesisch
(rechts).

Damit (und vor allem mit der Abbildung) ist klar, dass die Integration in y—Richtung
in Abhéngigkeit von der z—Koordinate beendet werden muss. Die Grenze des inneren
Integrals ist also vom dufleren Abhéngig. Zunéchst soll nur die ,,1“ integriert werden:

r Vr2—x2

// 1dA = / / 1dydx
Kreis/4 o

0

= /\/ r?2 —x2dx Bronstein Regel 157
0

(s

1
= [5 (x\/ r2 — x2 + r? arcsin E)}
L

Das Ergebnis fiir die Flache eines Viertelkreises ist sicherlich bekannt. War dieses Integral
rechentechnisch noch handhabbar, so ist die Integration von f(z,y) = 22 + y? sicherlich
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aufwandiger:

// 22 +y?dA =
Kreis/4

3
N
Q
8

2+ y?dydx

&
N
<
|
8
o

\m O\%

1 3
2 + 5\/7ﬂ2 —x? dx Bronstein Regel 171,159

3
+

3r? 3rd
;xvﬁ —x?+ %arcsinf) —

r

Il
—
=~
.‘H
w
7\
8
<
)
|
8
)

3 2 3 '
Z, /r2 — 2" 4 % (:L‘\/TQ — 22 4 r? arcsin f)}
r
0
B rd
8

Es ist sehr gut moglich, dass obiges Integral nicht auf die einfachst moglich Art gelost
wurde. So wurde die Kreissymmetrie tiberhaupt nicht ausgenutzt. In Polarkoordinaten
ergibt sich dann

fr¢) =r?
r /2
/ f(r,¢)dA = / / r’2r'de dr’
Kreis/4 o o
pi/2

rt wrd
= —d = —
/4 ¢=3
0

Das war wesentlich einfacher. Auch hier ist prinzipiell die Integrationsreihenfolge egal,
doch muss man darauf achten, dass man erst alle ’ zusammen sammelt, auch die die aus
dem Wegelement rd¢ resultieren, und erst dann integriert.

6.4 Oberflaichenintegrale

Bisher war der Integrationsbereich eben, d.h. ein irgendwie geformter Bereich in der
x — y—Ebene. Doch auch diese Einschrankung kann fallengelassen werden. So kann man
Funktionen auf einer gekriimmten Oberfliche, z.B. einer Kugel- oder Zylinderoberfla-
che auswerten. Natiirlich wird dieses schnell rechentechnisch sehr aufwéindig, so dass die
auszuwertenden Funktion einfach sein muss, in aller Regel wird nur eine Konstante zu
integrieren sein. Die Integration der ,1¢ tiber einer Oberflache, die geméB f(z,y) geformt
ist, ist die Oberfliche dieser Funktion. So kann also die Oberfliche der Parabel in Abb.
berechnet werden. Die Anwendungen liegen im Bereich eben der Oberflichenberechnung,
oder auch der Berechnung eines Durchflusses durch eine Oberflache. Letzteres erfolgt fiir
Vektorfelder, wie spater betrachtet werden wird.
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x2+y?

Abbildung 31: (107) Flachenelemente (Aussschnitt aus Abb. zur Berechnung einer
Oberflache.

Entscheidend fiir die Berechnung ist eine saubere Analyse der Fliachenelemente. Abb.
zeigt ein paar solcher stiickweise gerader kleiner Flachenelemente als Ausschnitt aus dem
Gesamtbild der Parabel. Ein solches Flachenelement hat die Fliache Lange x Breite und
die Lange(Breite) einer Kante ist

dx? +

/
Jor-

lx
ly

(5
(

in linearer Niherung (wie gezeigt) und der Anderung Az = WAw in x bzw. Az =

f(@y) g;’y) 0y in y. Die Flache ist dann

j0-1,1,- \] (o (222 a) (s () )

2 2
s \/clw2 dy? + <—8fé:;,y)) dz2dy? + <—8féa;y)> dz?dy?

w1+ (YY" (Ule)
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Abbildung 32: (108) Parabol tiber Kreisfléche.

Hier wurden quadratisch kleine Terme weggelassen. Im Beispiel der 2D-Parabel mit f(x,y) =
22 + y? sind die Ableitungen

Of(xy)
Tow X
of(xy)
9y 2y

und damit ist

dO = dx dy/1 + 422 + 4y?

das Flachenelement. Die Oberfliche im rechteckigen Bereich von jeweils 0 bis 1 ist dann

11
O:// 1dO://\/1+4$2+4y2dxdy
© 00

was hier zu schwierig wird, um es zu losen.

Sowieso praktisch relevanter ist die Oberfliche eines kreisrunden Parabols, wie man ihn
z.B. bei Parabolantennen findet. Hier wid die Oberfliche des Parabols mit runder Grund-
flache berechnet, also die Oberfliche des in Abb. [32| gezeigten Parabols. Dazu wird iiber
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den Kreis in Polarkoordinaten integriert:

r 27 r 27

//dO://\/1+4x2+4y2r’d¢dr’
0 O 0 0

r 27
= // V1+4r2r'dodr
0 0

[N
= 471'/ 1 + r2r'dr’”  Bronstein Regel 186
0
3 T
_Ar 1 L2
3 Vet

und bei der konkreten Grenze r? = 2 ergibe sich

3 3 3 3
4r \/5 \f 4r (3) (1) 4r 2r—1= 13
= — — _— —_ = — —_ —_ —_ = — —_ = —1T7.
3 4 4 3 2 2 3-8 3
Ein weiteres, praktisch sehr wichtiges Beispiel ist die Oberflache einer Kugel (Abb. .

Hier ist die Oberfliche zu finden bei
r=z mit|z|<r
y=y mit |yl < Vr?—a?
2= fay) = Vi =

weil ja insgesamt auf der Kugeloberfliche 72 = 22 + y? + 22 gilt. Auch wenn nicht vor-
teilhaft, soll doch zunédchst die Berechnung mit kartesischen Koordinaten durchgefiihrt
werden. Das Flachenelement ist dann

2 2
10— dudy \/H(@f(x,y)) +(0f(x,y)>
ox oy
2 2
T
dxdle—i_( 2 2 2) +< 2 y2 2)
T —xc—y e —xc—y
1’2 y2
i1 (=) + (=)

2 4 2
dxdy\/l—l—fi:dxdy 4
r

_$2—y2 T2—$2—y2
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Abbildung 33: (301) Kugeloberfliche, man beachte die sichtbare starke Verzerrung der
Oberflichenelemente iiberall und vor allem an den Kanten.

und das Integral kann mit

r ViPa?
r
/ / 2 —a?—y? dy de
Sr e

angegeben werden. Es kann mithilfe einiger Substitutionen sicherlich bestimmt werden,
aber das unterbleibt hier.

6.5 Kugelkoordinaten

Stattdessen wird mit Abb. |34] nochmal ein genauer Blick auf die Geometrie geworfen. In
dieser Beschreibung wird ein Punkt im Raum durch den Abstand vom Ursprung und zwei
Winkel, einer gemessen zur z— (Azimuth) und einer gemessen zur z—Achse (Elevation)
angegeben. Die Koordinatentransformation kann man durch doppelte Anwendung der
Polarkoordinaten ermitteln, so ist

z=rcosf
v’ =rsinf
x =1’ cos¢ = rcos¢sinf

y =1'sin¢ = rsin ¢ sin 6
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Abbildung 34: Zu den Kugelkoordinaten.

und die Kugeloberflache liegt nun in diesen Koordinaten bei festem r und ¢ = 0... 27 und
6 = 0... 7. Das Oberflaichenelement kann nun ausgedriickt werden durch

r _ rdxdy  rdxdy  dxdy

V2 — a2 — 2 V=% /1 —sin?g  cosf’

Nun fehlt noch das zugrunde liegende Flachenelement dxdy. Ein Flachenelement in der
ry—Projektion ist - wie schon bei den Polarkoordinaten

dO = dx dy

dr’

d9d0

drsin 6
=rsinfdo T;;n do

= rsinfd¢rcosfdf = r?sinfcosfdpdb.

r dodr’ =1 d¢p

Um spéaterer Verwirrung schon jetzt vorzubeugen: Dieses ist nicht das tibliche Volumen-
bzw. Flachenelement in Kugelkoordinaten, es ist das Flachenelement der Grundfliache in
x — y fiir diesen Fall. Somit folgt fiir das Oberflichenintegral

T 27 T

1
// r? cos Osin 0 d¢ df = 2nmr? /sinQdG = 2mr? [~ cos 0] = 4mr?,
0 0

cos @
0

was ja das allseits bekannte Ergebnis fiir die Kugeloberflache ist.
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Abbildung 35: (302) Volumentelemente bzw. Koordinatengitter in kartesischen (a) zylin-
drischen (b) und sphérischen (Kugel-) (¢) Koordinaten

6.6 Volumenintegral

Was nun, wenn eine Funktion in einem Volumen integriert werden soll? Dieses kann z.B.
auftreten, wenn man das Gewicht eines Mandelpuddings bestimmen mochte. Hier muss
die Dichte iiber jeden Raumpunkt integriert werden, und die ist eben eine andere im
Pudding, als in der Mandel. Viele andere Anwendungen erfordern so ein Volumenintegral.
Oft ist die Funktion, die integriert werden muss einfach die ,,1“. Dann geht es bspw. darum
den Rauminhalt eines Schwimmbeckens zu bestimmen. Formal wird eine Funktion einfach
entlang aller drei Raumrichtungen integriert:

//Vde:// f(zy,z)dedydz,

oder fiir das Volumen, das durch die Integrationsgrenzen beschrieben wird folgt (Abb.[35h)

V:/// dz dydz.

In den interessanteren Kugelkoordinaten wird das Volumenelement (Abb. )
dxdydz = r?sin 0 dr do do

gesetzt. Hier kommt nach Abb. zum Tragen, dass n Polarkoordinaten ein Flachenele-
ment

r dr’ d¢ = rsinfdrde

ist, und noch das Wegelement entlang eines Langenkreises (das sind die vom Nord- zum
Siidpol) der Kugel rdf, genau wie in den reinen Polarkoordinaten. Insgesamt ist also

dV=r%sinfdrdeodh.
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Ein Test zur Integration bringt

/// 1dV:///1-T2sin0drdgbd0
Kugel 00 0

r 1
=T 27r/sin9d9= §7T7“3.
0

w

Eine etwas aufwiandigere Funktion mit ebensolcher Kugelsymmetrie
flzy,z) =2 +y* + 2% = f(r.6.0) =1

liefert

T 2r r

/// r2dV:///r4sin9drdgbd9
Kugel 0 0
5

0
s

4
= T—27r/sin0d9 = —mr°,
5 5
0

was auch nicht viel schwieriger war.
Der Vollstéandigkeit halber wird noch das Volumenelement in Zylinderkoordinaten ange-
geben (Abb. 35b), das prinzipiell aus dem Flichenelement der Polarkooerdinaten mit der

z—Richtung zusatzlich besteht:
fdv= /// f(r¢,2)rdrdpd:z.

Zylinder

6.7 Vektor Differential und Integralrechnung

Bislang wurden nur skalare Funktionen betrachtetet, die, egal wieviele Zahlen man in sie
hineingibt, immer mit nur einer Zahl antworten. Gerade bei der Feldberechnung tauchen
aber natiirlich vektorielle Groflen auf, bei denen in der Regel fiir jede Raumrichtung ein
Wert geliefert wird. Damit haben diese Grofien nicht nur einen Betrag, sondern auch eine

Richtung:
Fx<x7y7z)
F(ry,z) = | F,(z,y,2) |
F(.y,2)

Nun kann man natiirlich jede Richtungskomponente nach jeder Variablen ableiten

OF, OF, OF,
oz dy 0z
oF, OF, OF,
oz dy 0z
OF, OF, OF,
ox dy 0z

<l
I




DHBW Karlsruhe Grundlagen der Elektrotechnik 111 67

und erhélt die Jacobimatrix. Fiir spezielle Anwendungen ist sie auch notig, in der Feldbe-
rechnung braucht man sie in aller Regel nicht, sondern man beschrankt sich auf wenige,
physikalisch interpretierbare Kombinationen der Komponetenableitungen, wie z.B. die
Divergenz

.\ OF, O0F, OF %\ _
w(F)= e 90 JO8 _T) p g
div (F) = 5 + oy | 02 (%y v

0z

Das ist die Spur der Jacobimatrix, und auch die Divergenz kann man mit Hilfe des Nabla-
Operators schreiben.

Soweit ist es nur eine Regel, der Sinn dieser Operation wird erst klar, wenn eine Verkniip-
fung mit dem Volumenintegral vorgenommen wird. Dann ist

S F OF F
//V.dez//aﬂw y+8azdxdydz
// F |‘T2 dydz+// F ‘yz dxdz—i—// F |Z2 dzdy
—//F dydz+// dacdz+//F 217 dzdy

das Integral der Vektorkomponente von F, die senkrecht durch eine Berandungsflache
des betrachteten Volumens geht. Ordnet man die Einheitsvektoren den jeweiligen Fla-
chenkomponenten zu, und verallgemeinert man die Schreibweise ein wenig, kann erhélt

man
// V-FdV:#Fdﬁ.

Das Oberflachenintegral einer Funktion ist also das Volumenintegral iiber die Divergenz
der Funktion. Dieses ist der Gauss’sche Integralsatz, der unmittelbar als Gauss’scher
Satz der Elektrostatik verwendet wird.

Als Beispiel soll obiger Satz fiir
x
F(zyz) = |y
z

iiberpriift werden (Abb. [37)). (Bemerkung: Dieses ist gerade (bis auf einen Faktor) der auf
drei Dimensionen erweiterte Gradient des schon vorher betrachteten skalaren Feldes mit
f(z,y) = 2% + y?.) Es ist offensichtlich, dass die Vektoren des Feldes nach aufien zeigen,
es liegt also nahe, dass innen eine Quelle vorhanden ist.

Die Divergenz ist
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dxdz —z

Abbildung 36: Zur Berechnung des Flusses durch eine Oberfléche.
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Abbildung 37: (303,101) Ein Vektorfeld mit F' = (z,y,2)” (a) und die zweidimensionale
Variante als Gradient des zugrundeliegendem Skalarfeldes (b) (Gleiches Bild wie Abb.
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und damit ergibt das Volumenintegral im Bereich aller Koordinaten von —1 bis 1 gerade

///V-ﬁdV:/l/l/l?)dxdydz

-1 -1-1

11
://3x|11 dydz = 24.

-1 -1

Dieses Ergebnis, wie die Divergenz sowieso, ist ein Maf} fiir die Quellenhaltigkeit des
Feldes.

Das Oberflachenintegral, zunachst betrachtet fiir die eine Fliache, die normal zu z bei
positivem z verlauft (rot in Abb. [36). Hier ist dann

//mtﬁdfiz/l/l @) : (é) dyd>

S14 o1

11
://1dydz:4.
14

Die anderen fiinf Flachen liefern das gleiche Ergebnis, so dass insgesamt

# FdA=6-4=24
Wiirfel

ist. Dieses Ergebnis wurde oben schon fiir das Volumenintegral iiber die Divergenz erhal-
ten.

Bevor nun iiber eine Kugeloberfliche integriert wird, miissen zunéchst ein paar Uberle-
gungen zu Koordinatensystem angestellt werden.

6.8 Die drei wichtigsten Koordinatensysteme
Praktisch tauchen drei verschiedene Koordinatensysteme auf:

o kartesisches Koordinatensystem mit x,y,z

 zylindrisches Koordinatensystem, das das Polare System mit einer Achse z kombi-
niert mit den Richtungen r,¢,z

« und das Kugelkoordinatensystem (sphérisches System), das sich aus der doppelten
Anwendung des Polarsystems konstruieren lasst und mit r,¢8 beschrieben wird.

Das kartesische Koordinatensystem ist sicherlich bekannt und dient daher als Ausgangs-
punkt fiir die anderen. Da hier Vektorfelder betrachtet werden, gentigt es nicht, nur die
Koordinaten bzw. Ortsangabe zu transformieren, sondern es miissen auch die Richtungen
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Abbildung 38: Transformation vonVektoren vom kartesischen ins polare Koordinatensys-
tem (a) und zurtick (b)

der Vektoren betrachtet werden. Da die Basis des Kugel- und des Zylindersystems das
zweidimensionale Polarkoordinatensystem ist, wird dieses hier zuerst betrachtet.

Die Verhéltnisse sind in Abb. |38 dargestellt und bediirfen eines genauen Blickes. Entschei-
dend ist, dass ein Vektor F'in beiden System trotz unterschiedlicher Darstellung nattirlich

derselbe bleibt:
r)=i=r=(x)
x = F: F = r .
(Fy F¢>

Lediglich der Wert seiner Komponenten F,,F, — F, F, andert sich. Die Richtungen der
Einheitsvektoren werden andere, so zeigt F). immer streng vom Ursprung weg, wahrend
Fy im 90°-Winkel nach links davon zeigt. Obwohl die natiirlichen Linien (Kreise) im
Polarkoordinatensystem krumm sind, stehen die Basisvektoren an jedem Punkt weiterhin
senkrecht aufeinander. Auch dieses System ist also ein orthogonales Koordinatensystem.
Nach Abb. B8{a) ergeben sich die Punkte und Komponenten zu

F.=F,cos¢+ F,sin¢

F,=—F,sin¢g+ F, cos¢
und nach Abb. B8|(b) geht es zuriick mit

F,=F,.cos¢— Fysing

F,=F,sin¢g+ F,cos¢.
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Tabelle 1: Koordinatentransformationen
’ Zylinderkoordinatensystem \ Kugelkoordinatensystem

X =1rCcoso x = rcos¢sinf

Yy =rsing y = rsin ¢sin 6
z=2z z=rcosf
rz\/m2+y2 r:\/x2+y2+22
¢ = arctan(y/x) ¢ = arctan(y/x)

z=2z 0 = arctan(y/x2 + y2/2)
F.=F,cos¢+ F, sing F.=F,cos¢sinf + F,sin¢sin6 + F, cos
—F,sing+ F, cos¢p | F,=—F,sing+ F, cos¢p

Fy=F, cos¢cost + F, singcosf — F, sind
. cos¢ — Fysing F, = F,cos¢sinf — Fsin ¢ + Fj cos ¢ cos 0
- sing + Fycos ¢ F,=F, sin¢gsinf + F, cos ¢ + F,sin ¢ cost
F,=F cost— F,sinf

I
N>

I
B>

F¢
Fz
F:c
Fy
Fz

I
!

Fiir das vollstandige zylindrische Koordinatensystem kommt noch die unveranderte Achse
Z hinzu (Tab. [I).

Das Kugelkoordinatensystem ist die doppelte Anwendung des Polarsystems, wie schon
in Abb. gezeigt. Mit Hilfe des Zwischensystems ',z konnen die Komponenten in 7,0
berechnet werden. Aufgrund der veranderten Winkelmessung von oben miissen sin und
cos vertauscht werden, und muss die §-Komponente ein negatives Vorzeichen bekommen.
Damit sind

F. =F., sinf+ F, cosf
Fy=F, cosf — F,sinf

und

F, =F,sinf + Fycosf
F,=F. cost — Fysinf.

Auch hier sind die Ergebnisse in Tab. [I| zusammengefasst.

Es handelt sich bei der Vektorentransformation um Drehungen des einen Systems auf
das andere, nur sind die Drehwinkel wegen der krummlinigen Systeme an jedem Ort im
Raum andere. Die im unteren Teil in Tab. [1| dargestellten Zusammenhénge lassen sich als
Drehmatrizen interpretieren.

6.9 Integral iiber Kugeloberflaichen

Nach dieser Vorarbeit zu Koordinatensystemen kann nun iiber die Oberflache einer Ku-
gel bzw. tiber einen Zylinder integriert werden (Abb. [39). Bei der Kugel zeigt das Fli-
chenelement immer in radialer Richtung nach auflen, so dass vom Vektorfeld nur diese



DHBW Karlsruhe Grundlagen der Elektrotechnik 111 72
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Abbildung 39: Flachenelemente und Richtungen bei Kugel- (a) und Zylinderkoordinaten

(b)

Komponente interessiert. Es ist dann beispielhaft bei

30

F = xcos¢sinbd + ysin ¢sin b + zcos ¢
= rcos? ¢sin® 0 + rsin® ¢psin® 0 +rcos? ¢ = r,

so dass nun auch mathematisch klar ist, dass diese Vektoren immer nach auflen zeigen.
Fir das Oberflichenintegral iiber die Kugel gilt dann

# ﬁ-dﬁ:# rdA
Kugel K

ugel
2w

= //rr2 sin 0 dfd¢
0 0
= —r?2m cos || = 4mr’® ~ 12,67 .

Also in etwa 50 % weniger als bei der Integration iiber den Wiirfel. Praktisch treten in
der Feldberechnung, wie sie in der Grundlagenvorlesung gelehrt wird, keine schwierigeren
Oberflachenintegral auf. Meist ist das Vektorfeld tiber der Oberfliche konstant, oft ist
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Abbildung 40: (304) Rotationsfeld in 3d (a) und Schnitt dadurch (b) mit Integrationswe-
gen.

sogar iiberhaupt nur eine Konstante zu integrieren, so dass das Oberflichenintegral zur
Multiplikation mit der Kugeloberfliche kolabiert.

Integration iiber zylindrische Oberflichen funktioniert genauso (Abb. [39p). Hier ist in
der Regel iiber die Manteloberfliche zu integrieren, und auch hier ist meist die radiale
Komponente des Vektorfeldes konstant. Zu beachten ist noch der Beitrag des oberen und
unteren Deckels, doch zeigt sich bei vielen Feldproblemen, dass er keinen Beitrag liefert,
oder man ihn wenigstens vernachlassigen kann. Eine Priifung sollte aber erfolgen.

6.10 Umlauf- und Fliachenintegrale und die Rotation
Betrachtet man das Vektorfeld mit

so erhilt man die Darstellung in Abb. [40] Dieses ist ein Feld, das streng um den Ursprung
herum rotiert, und das keine nach auflen strebende Komponente hat. Deswegen nennt
man es auch Wirbelfeld. Die Divergenz ist Null, und das Integral {iber eine geschlossene
Oberfliache, wie schon oben berechnet, ist daher auch Null, das Feld hat keine Quellen.
Ein Umlaufintegral, wie beispielhaft in Abb. [{0[b) gezeigt (positiv gegen den Uhrzei-
gersinn) sollte einen Beitrag bringen. Denn lduft man mit den Feldlinien einmal herum,
dann erfahrt man eine Wirkung (bspw. Kraft) auf sich. Ist man einmal herum, hat man
insgesamt etwas gespiirt, und es geht wieder von vorne los. Das Linienintegral kann am
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Quadrat stiickweise ausgefithrt werden und man erhalt

fmo | () () / () () s

-1 z=1 -1 1

—1 —1

-y 0 —y 1

[ )G [ ()

1 x=—1 1 y=—1
1 1 -1 1
= / xdy + / ydr + / —zdy + / —ydy

—1 =1 —1 y=1 1 z=—-1 —1 y=—1

=24+2+24+2=38.

Bei der Integration auf dem Kreis interessiert nur die Komponente F; in Umfangsrichtung,
da nur diese im Skalarprodukt mit den tangentialen Wegelementen einen Beitrag liefert.
Nebenbei exisitiert hier auch gar keine radiale Komponente, aber selbst wenn: Es wére
egal. Man erhalt dann durch Koordinatentransformation

Fy=—y(—sing) + xcos¢ = rsin® ¢ +rcos’¢p =r

und integriert (man beachte das polare Wegelement rd¢)

2m

/ rrdg = 27r?.

0
Das Vektorfeld, das bspw. mit F= (2,y,2)T nach aulen strebt, wiirde hier keinen Beitrag
liefern, was man geometrisch sehen kann.

Der Zusammenhang zur Differentialrechnung ist nicht so offensichtlich, und kann tiber die
Rotation rot bzw. englisch ,curl curl hergestellt werden. Es ist dann

2 F
o N 687: T
rot(F):VxF: gy X(Fy)
oz

F z
oF, oF,
oy oz
_ | oF,  oF,
- Oz ox
oF,  oF,
ox dy

Integriert man dieses nun iiber eine Fliche (keine Geschlossene, einfach eine irgendwie
sinnvoll gewéhlte Flache), so kommt man auf den Zusammenhang

// VXF’d/—iZ% Fd3
A A



DHBW Karlsruhe Grundlagen der Elektrotechnik 111 75

N

Abbildung 41: Zum Rotationssatz (Stokes)

mit 0 A der Berandung der Fliache A. Dieses ist der Integralsatz von Stokes oder auch
Rotationssatz und auch er taucht in den Maxwell’schen Gleichungen auf. Beispielhaft
kann man ihn mit unserem Wirbelfeld und einer Flache normal zur z—Achse nachrechnen

(Abb. 41)). Die Rotation ist
)
x| z
0

0 0
ox o
on — o 2

und damit auf jeder zu Z normalen Achse tiberall konstant. Das Integral iiber die Flache

ist
27 r
// VXFd/Y://Qrdrdqb:%rQ.
A 0 0

Dieses Ergebnis wurde schon oben fiir das Umlaufintegral erhalten.

V x F=

Plo@|of|e

Erzeugung eines Wirbelfeldes Es wurde gezeigt, dass ein divergentes (quellenbehaf-
tetes) Feld durch Gradientenbildung aus einem Skalarfeld erzeugt werden kann. Das ist
bei einem Wirbelfeld nicht moglich. Ein Wirbelfeld hat daher kein skalares Potenzial.
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Man kann aber ein Wirbelfeld durch Rotation aus einem anderen Vektorfeld erzeugen. So

ist bspw.
0 Y
V x 0 =\| =z
—x -y 0

Hier kann anstatt der Null iibrigens jede beliebige andere Konstante stehen. Auch gilt

) Le)

so dass eine erhebliche Freiheit (Mehrdeutigkeit) bei der Wahl der erzeugenden Vektor-
felder besteht.

Es gibt hier also noch viel mehr zu wissen, als in diesem Beitrag zu lesen war.
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7 Stromungsfeld

7.1

Spannungsmessung im Feld

D
-

W

Abbildung 42: Einfaches Strémungsfeld

Auf einer sehr dicken Platte sind vier punktférmige Kontakte angebracht. An den beiden
auBeren Kontakten liegt eine Stromquelle, wihrend an den inneren Kontakten ein idealer
Spannungsmesser angeschlossen ist (Abb. [12)). Die Leitfahigkeit der Platte ist .

(a)

Berechnen Sie den Verlauf der elektrischen Feldstarke in z—Richtung E, ldngs der
Linie der Kontakte (z—Achse)!

Losung: Das sind alles nur punktférmige Stréomungen, die sich linear iiberlagern,
ausgehend von —2a und 2a:

E(x) = —sign((z — 2a)(z + 2a)) 2{:,{ ((m —|-12a)2 * (z —12(1)2)

Das Vorzeichen, wieder kreativ eingesetzt, sorgt dafiir, dass das Feld immer von der

linken Elektrode ausgeht und immer zu der rechten hinzeigt, auch auflerhalb des
Bereiches der Elektroden.

Zeichnen Sie den Verlauf £, (sinnvoll normiert)! Und geben Sie die Feldstédrken an
den bezeichneten Punkte 4+2a, + a,0 an!
Losung: Die Feldstarken sind durch einfaches einsetzen zu bestimmen:

E(4+2a) — oo
I, 10
E =90 _—~
(+a) 2mka? 9
I, 1
BE(0) = ;=2

T 21ka? 2
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E/[Io/(27K)]

Abbildung 43: Feldstérke in dem einfachen Strémungsfeld

(c) Welche Spannung zeigt das Messgerét an?
Losung: Hierfiir gilt das Integral

U= /GE@) de :/azﬁﬁ ((a: +12a)2 e —12a)2> de

—a —a

1, 1 1 @
- 21K [_x+2a N x—Qa}a
21,
"~ 37ka

(d) Geben Sie das Feld im ganzen unteren Halbraum an!
Losung: Dazu muss man das Feld allgemeiner, d.h. vektoriell ansetzen und be-
kommt am Ort 7 = (z,y,2)T, gemessen vom Ursprung aus

5 = b ( F+2 F—2a )

2k \ [F +2a)> |7 — 2df

B I, x %g—/?a 1 - T —yQa 1
= 3 3] -
27K ). \/(:c T 2a)2 T2 + 22 ). \/(3j —2a)% 4 1% + 22

Die Koordinaten der Elektroden wurden dann mit Hilfe des Vektors @ = (a,0,0)7
angegeben.

(e) Bestimmen Sie nun die Spannung zwischen Messelektroden, wenn diese nicht an der
Oberflache, sondern in einer Tiefe von a liegen.
Losung: Auch hier muss man nur wieder integrieren, diesmal ist es aber schwie-
riger. Da es sich um das elektrische Potenzial handelt, das auszuwerten ist, ist der
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Integrationsweg egal, wenn man nur richtig ankommt. Es wird also von —a bis a
integriert, und der Wert y = —a wird angenommen, sowie z = (. Damit muss man
schon mal die z—Komponente des Feldes nicht betrachten. Da beide Messelektroden
auf der gleichen y—Koordinate liegen, ergibt sich aus dieser Komponente des Feldes
kein Beitrag fiir den Potenzialunterschied. Es miissen also nur die Integrale

a
a

/ x4+ 2a 1
zdr = —
o V(z £ 2a)? + a? V(z £ 2a)? + a2

B il ( 1 1 >
 Ta\v2 V10
betrachtet werden.

Als Potenzialunterschied ergibt sich dann

- to (L _ L)
Tha \v/2 /10
IO
~ 0,3908 —2
TRA

Der Dezimale Vorfaktor kann mit dem Spannungsunterschied an der Oberflache
verglichen werden, dort hatte man hier 2/3 = 0,6667.

7.2 Kondensator mit Verlusten

Es liegt ein Plattenkondensator mit einer Plattenfliche von 1m? und einem Abstand

von 10 um vor. Das Dielektrikum hat ein €, = 80 und eine Leitfahigkeit von x = 1 X
1072 1/02m.

(a) Berechnen Sie das elektrische Feld und die Stromdichte in dem Dielektrikum! Rand-
felder konnen vernachlassigt werden.
Losung: Dieses ist einfach ein Plattenkondensator, wenn zwischen den beiden
Platten eine Spannung U anliegt, dann ist das elektrische Feld

die Verschiebungsflussdichte

und die Stromdichte
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(b)

7.3

Geben Sie das konzentrierte Ersatzschaltbild des Kondensators an!
Losung: Das Ersatzschaltbild ist eine Kapazitat parallel mit einem Widerstand.
Es ergeben sich die Werte

A
C= €ofr g = 70,83 uF
d
= — =10k
KA 0

Uber lange Zeit waren die Platten mit einer Spannungsquelle (jeweils + und — Pol)
mit U = 25V verbunden. Berechnen Sie und zeichnen Sie den Spannungs- und
Ladungsverlauf tiber der Zeit in einem sinnvollen Intervall!

Losung: Hier wird nur der geladenen Kondensator als konzentriertes Element
betrachtet. Die Zeitkonstante der RC' Konfiguration ist

€€,

7= RC =

=0,708s.

K

Er ist geladen, wird sich nun tiber den internen Widerstand entladen und damit ist
der Spannungs- und Ladungsverlauf

U(t) — er—t/(RC) — er—tf{/(eoer) =925V x e—t/O,?OSs

A
Q(t) = CUt)Uye t/(EC) = €06r 7 Uye /(o) = 1,771 mC x e /07085

Abbildung 44: Entladungskurve des Kodensators

Biigel

In Abb. 45]ist ein biigelférmig gebogener Leiter gezeigt, wie er bspw. in einer Stromschiene
oder als Modell fiir einen gebogenen Draht vorkommen kénnte. Die Leitfahigkeit ist x =
3142 S/m, die Abmessungen betragen r = 50 mm, R = 370 mm, b = 10 mm.

(a)

Berechnen Sie die Widersténde zwischen den Fldchen A und B sowie C und D
R, 5, Rop! Es kann davon ausgegangen werden, dass die Fléchen ideal angeschlos-
sen wurden.

Losung: Zwischen A und B kann man fiir einen Stromfaden irgendwo in dem
Biigel ansetzen:

T

U:l/J(T)dr:%/J(r)rdqb:%mu](r)

K
0
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D

C

—r_ g
A R B~

Abbildung 45: Biigelformiger Leiter

Hier ist r die nach auflen laufende Zylinderkoordinate, und die Stromdichte nimmt
nach auflen hin ab, weil dort auch der Weg langer und damit das Widerstandsele-
ment grofer wird.

Fir die gesamte Stromdichte muss nun folgen:

R b

[://J(r)dA://%drdz

r 0
Ukb R
:_m(_).

™ T

Damit ist nun der Widerstand

? T ~ H0mJ?2.

R = —— —
AB kbIn (2)
Zwischen C und D ist die Stromung nach auflen gerichtet und die Stromdichte
muss abnehmen. Alle Faden von C nach D, die radial nach auflen gerichtet sind,
sind gleich lang, daher kann der Ansatz etwas offensichtlicher erfolgen:
1 d
dR= .
K 7rb
es ist der infinitesimale Widerstand eines nach auflen gerichteten, dr langen Ele-
mentes mit dem Querschnitt 7rb an eben der Koordinate r.

Das Integral entlang der Linie liefert

¢ 1 Rl
R-p=[dR=— [ -d
cb / mrb/r "
= Lln <E> ~ 20,28 m{?
KkTh r
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(b) Wie ist das Verhéltnis R/r zu wahlen, damit die beiden Widersténde gleich sind?
Losung: Der Ansatz ist

@E:e”%23,14.
r

(c) Bestimmen Sie R ,p in einer Naherung fir schlanke Biigel, bei dem beide Radien
nur leicht von einem mittleren Radius abweichen, berechnen Sie den Wert fiir o.g.
Zahlenwerte und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch!

Losung: Fiir schlanke Biigel kann man annehmen, dass jeder Stromfaden in etwa
gleich lang ist, die Stromdichte ist also iiber den gesamten Querschnitt des Biigels
gleich. Die Querschnittsflache ist

A=bR—r)
und die mittlere Lange des Stromfadens ist

R+r
2

mit Verwendung eines mittleren Radius. Insgesamt hat man also

l~m

_L T R4+r
kA 2b R-—r

Ein Quercheck mit der oben hergeleiteten genauen Formel mit dieser Néaherung
liefert mit der Naherung

RAB

r—1
1 ~
n(z) r+1
R R—r
In(—) =2
o ( r ) R+
fiir den Logarithmus schliefSlich
™ R+r

AB%%.R—T.

Der Fehler (in den hier gegebenen Zahlenwerten) ist schon merklich. Die Interpre-
tation besagt geometrisch, dass man einfach eine mittlere Lange eines Stromfadens
annehmen kann, wenn der Draht schlank ist.
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(d) Verwenden Sie die o.g. Interpretation um den Widerstand R 4 5 eines runden Drahtes
mit Duchmesser d = 2 mm und Biegeradius » = 20 mm zu berechnen.
Losung: Nochmal wie oben:

T
A==d?
4d

und die mittlere Linge des Stromfadens ist

<(r+
=TT 5

mit Verwendung eines mittleren Radius. Insgesamt hat man also

l 4(r+ %)
=t 6680
AB T LA rd? 6,68

7.4 Elektroden im Elektrolyt

Zwei ideal leitende zylindrische Elektroden (Radius 7,) im Abstand 2a tauchen in eine
leitende Fliissigkeit mit der Leitfdhigkeit k. die Eintauchtiefe ist h. Wie grof ist der
Widerstand zwischen den beiden Elektroden (Abb. [46])?

1—»7.0 20, -

Abbildung 46: Zylinderférmige Elektroden in Fliissigkeit

Losung: Wenn - wie iiblich - Randfelder an den Stirnflachen vernachléssigt werden, und
die Elektroden sehr sehr viel besser leiten, als die Fliissigkeit, dann verteilt sich der Strom
zylinderférmig um jeweils eine Elektrode, also mit

B i
" 2nrh’

das Feld ist damit

" 27krh’
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und daraus ergibt sich das Potenzial einer Elektrode zu

b(r) = —/TEr(r) dr=—5—n (%) .

Also hat man insgesamt mit den relativen Ortskoordinaten r,,r, von den Elektroden aus
und deren Potenzialen ¢,,¢,

1 r 2a — 1
= In| — | —1 .
0 =g (55) ()
Das Minuszeichen in der Klammer kommt daher, dass der Strom aus der einen Elektrode
heraus, und in die andere hinein flief3t.

Mit einer Elektrode um den Ursprung (Position bei 70) und einer um 2a (Position bei
2a — 1) folgt fir die Potenzialdifferenz zwischen beiden Stellen

U= L {1 (22270 (Mo S (Mo g (220
2rkh To To To T

_ I o <2a—r0>
mkh To

R= L ln(za_%).
mKrh To

Eine Berechnung tiber die Integration des Feldes ergibt

I 1 1
E. . = -
9¢5  2mkh (T—}—a r—a)

und nun ist

a—rg a—rg
1 1 1
U=— E(r)dr=— — d
/ (r)dr 2mKh / r+a r—a "
—a+rg —a+rg

I _
= — ln|r+a| —In|r—al]*"°

2rkh —atrg
1
" 27kh [In(2a —ry) —In(rg) —In(ry) + In(2a —ro)]

_ I In (2@—7“0) .
mrh To
Und das hatten wir schon oben als Summe (bzw. Differenz) der beiden Potenziale der
Elektroden gegeniiber unendlich.
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Abbildung 47: Angenommene Stromverteilung.

7.5 Ein spezieller Leitungswiderstand

Bei Wechselstrom kommt es aufgrund des &ndernden Stromes zu einer Verdrangung des
Stromes an die Rander eines Leiters. Bei zylindrischen Leitern wird dieser Effekt typischer-
weise mit einer Besselfunktion beschrieben. Der einfacheren Mathematik wegen, gehen wir
davon aus, dass in einem zylindrischen Leiter fiir die Stromdichte

J(r) = Joer/‘s

mit einem Parameter § (Eindringtiefe genannt) gilt (Abb. . Bei allen folgenden Berech-
nungen kénnen Sie von einem Gleichstrom mit der genannten Dichteverteilung ausgehen.
Das Material habe die Leitfahigkeit .

(a) Berechnen Sie den Gleichstromwiderstand eines zylindrischen Leiters mit Radius r
und Léange /!

Losung: Das kennen wir schon und es ergibt sich zu

14

5 -
KTTg

R=

(b) Berechnen Sie den Gesamtstrom durch den Leiter im Wechselstromfall also mit o.g.
Stromdichte! Weisen Sie nach, dass fiir 6 > 7, also homogene Stromdichte, das
erwartete Ergebnis folgt.

Losung: Fiir den Strom ist ersteinmal die Stromdichte tiber den gesamten Quer-



DHBW Karlsruhe Grundlagen der Elektrotechnik 111 86

schnitt zu integrieren:

I://AJdA:

To 27w

://J(r) rd¢dr

= QWJO/TGT/(SCZT
0
— 2,1/ f_
o1 Jy 0% (5 1)

To

0
= 2mJ, 02 (67"0/5%0 — e"o/d 4 1) :

Es ist nun noch der Grenziibergang § — oo zu machen. damit wird r,/0 — 0 und
die e-Funktion wird in eine Reihe entwickelt:

so dass

I =2mJy5° <e7"0/5%) el 1)

2 2
~ongs2(lieToy oo g _To_ To oy
mJo <[+5+252 5 5 22
2 3 2
= 2762 o . To 1"_0_1_7“_0_7“_0 1
o (5+52+253 5 a2t
2 3
"o "o
— 9,5 (272+ﬁ>
~ mJyrs

was gezeigt werden sollte.

(c) Berechnen Sie den Widerstand, den dieser Strom bei o.g. Dichte im Leiter erfidhrt!
Die Endflachen des Leiters der Lange ¢ sind wie immer ideal, d.h. ohne Widerstand
angeschlossen und damit Aquipotenzialflichen.

Ansatz: Es ist eine Leitfdhigkeit anzunehmen, die mit

K
W) = G

vom Radius abhéangt.
Losung:
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Abbildung 48: Gleichstrom (rot) und Wechselstromwiderstand fir k = 1 S/mund 6 = 1 m.

Es muss das elektrische Feld betrachtet werden, und das ist mikroskopisch

E(r)= %J(r) .

Der Spannungsabfall tiber einer betrachteten Lange ist dann

Ulr) = / Edz = E(r)l

und hangt damit offensichtlich vom Radius ab, was aber nicht geht, da die End-
flachen aquipotenzial sind. Da jede beliebige Querschnittsfliche aquipotenzial sein
muss, muss die elektrische Feldstarke homogen im Leiter sein und damit muss

E(r) = const =

konstant wenigstens tiber den Querschnitt gelten, was nur durch eine effektive Leit-
fahigkeit x'(r) erfiillt werden kann. Diese ist genau der Kehrwert der Stromdichte-
verteilung, also

K
W) = e

mit der maximalen spezifischen Leitfahigkeit dort, wo keine Stromverdréngung mehr
auftritt, also am Rand.

Fiir den gesamten Leitwert des Leiters muss man nun nur diese iiber Querschnitt
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(d)

und Lénge integrieren und bekommt (mit der oben schon gemachten Arbeit)

oo 2mkd? (€70/0%8 — emo/% 4 1)
Lerold
_ 2mRé% (T — 14 eol?)
B l

Und der Widerstand ist dann

14
R= .
2wk (B2 — 14 e7mo/9)

Abb. 48| zeigt diese Situation fiir generische Werte. Fiir grofle Leiterradien fallt der
Gleichstromwiderstand schneller und weiter als der Wechselstromwiderstand, der
irgendwann asymptotisch horizontal verlauft.

Vergleichen Sie den Gleich- und den Wechselstromwiderstand fiir £ = 1 m und

Situation r/mm J§/mm k/S/m
Hochspannungsleitung Al,Cu | 10 10 4 x 107
Hochspannungsleitung Fe 10 1 1 x 107
Hf-Leitung Cu (1 Ghz) 0,1 0,002 6 x 107

(Zahlenwerte in der Tabelle sind in der richtigen Gréenordnung, aber der Einfach-
heit halber nicht exakt.)
Losung:

Situation R,/ R,/0
Hochspannungsleitung Al,Cu | 80 i 110

Hochspannungsleitung Fe 318 1770 p
Hf-Leitung Cu (1 Ghz) 0,53 13,5

Durch dieses veranderte Stromprofil steigt der Widerstand in dicken Leitungen auch
bei kleinen Frequenzen schon merklich. Eisen (Stahl) eignet sich aufgrund der gerin-
geren Leitfahigkeit und der - magnetisch bedingten - gréfleren Stromverdrangung
nicht in Hochspannungsseilen und wird auch nur zur Verbesserung der mechani-
schen Belastbarkeit verwendet. Bei hohen Frequenzen ist der Effekt sehr grof3, daher
kommt es dort auf die Oberflache an, die oft vergoldet wird.

Berechnen Sie den Wechselstromleitwert fiir den Fall r >> §, also Leiter, bei denen
sich der Strom fast nur auf der Oberfldche befindet und interpretieren Sie das Er-
gebnis geometrisch.
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Losung: Die Leitfdhigkeit fallt etwas leichter, hier ist dann

o 2mk6? (2 — 1 + e7T0/?)

Dieses ist der Leitwert eines rohrférmigen Leiters mit Rohrduchmesser r, und (din-
ner) Wandstéarke 0 (Querschnittsflache ca. 2wdr), es sieht also so aus, als wenn der
ganze Strom nur einer Schicht § unterhalb der Drahtoberflache gefithrt wird.
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8 Magnetfeld der Leiter

8.1 Definition des Ampere

Die Einheit der Stromstarke, das Ampere, ist wie folgt definiert:

»,1 A ist die Stérke des zeitlich konstanten elektrischen Stromes, der im Vakuum zwischen
zwei parallelen, unendlich langen, geraden Leitern mit vernachlédssigbar kleinem, kreis-
formigem Querschnitt und dem Abstand von 1m zwischen diesen Leitern eine Kraft von
2-1077 Newton pro Meter Leiterlinge hervorrufen wiirde.“

Berechnen Sie hieraus die notwendige Maf3konstante des magnetischen Feldes !
Losung: Die magnetische Feldstarke des einen Leiters am Ort des anderen ist

I
H =—.
= 27r
Es gibt in der einen Ebene nur eine Komponente, die hier mit z angenommen wurde.
Die Kraft (pro Lénge) wirkt nun, bei gleicher Stromrichtung in beiden Leitern in Richtung
des ersten Leiters mit

2 N
F/ =IB=1IpH = 2“0 — 9% 107 =~

r m
2F,mr  2-2x10771 N
THo= T T 1 Az
Vs
=47 x 1077 — .
T Am

8.2 Schraubenmotor

Ein sehr einfacher Aufbau ist in Abb. |49 gezeigt. Hier befindet sich unter einer handels-
iiblichen 1,5 V-Zelle ein recht starker Permanentmagnet. An diesem héngt an ihrer Spitze
eine Schraube, deren Kopf wird tiber einen Schleifkontakt mit dem Pluspol der Batterie
verbunden. Die Schraube wir beginnen sich zu drehen.

(a) Erklaren Sie die Funktionsweise dieses ,Motors“ und bilden Sie ein vereinfachtes

Modell, das alles enthalt, worauf es ankommt und eine Berechnung tiberschlagig
ermoglicht!
Losung: Das Magnetfeld des Permanentmagneten verlauft axial zur Schraube.
Somit wird der Schraubenkopf vom Feld durchsetzt (von oben nach unten). Der
Strom flieft von dem Schleifkontakt radial durch den Schraubenkopf auf die Achse
zu und von dort zum Minuspol der Batterie.

Im Schraubenkopf stehen daher Magnetfeld und Strom senkrecht aufeinander, hier-
aus erwachst eine Kraft und damit ein Drehmoment, das die Schraube antreibt. Die
sehr geringe Reibung an der Schraubenspitze erlaubt dann die Drehung. Ein Modell
ist in Abb. [50] gezeigt.
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Abbildung 49: Einfacher Motor mit Batterie und Schraube
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Abbildung 50: Modell des einfachen Motors

(b) Das Magnetfeld am Schraubenkopf durchsetzt diesen homogen von oben nach unten
mit der Flussdichte B = 35mT. Der Strom sei I = 1A, der Schraubenkopf habe
einen Radius von » = 4 mm. Wie grof§ ist das antreibende Drehmoment?

Losung: Bemerkung: Die Feldstarke bezieht sich nach http://www.supermagnete,


http://www.supermagnete.de/faq/Wie-berechnet-man-die-magnetische-Flussdichte
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de/faqg/Wie-berechnet-man-die-magnetische-Flussdichte auf einen Magneten
mit einer Remanenzflussdichte von B, = 1T und einen zylinderférmigen von Durch-
messer 2R = 1 c¢cm und Hohe D = 5 mm. Die Schraube (Abstand Kopf vom Magne-
ten) sei z = 15mm. Die Formel dafiir ist

B, D+ =z z
B=-—" — .
2 \VR2+(D+2)? VR>+2?
Insgesamt wirkt auf den Strom die Kraft
F=1Br,

nach unten (im Bild), wenn die Richtungen der Felder sind, wie in Abb. 0] was zu
einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn fithrt. Das Drehmoment ist dann die Kraft,
die iber den Hebel (hier den Radius), die aufintegriert werden muss, oder - bildlich
gesprochen - am mittleren Radius angreift, also

IBr?
L 98%107"Nm.

M:/IBr/dr’ =
0

Das ist recht wenig und reicht eigentlich auch nur um die eigenen Reibungskréfte
zu Uberwinden.

8.3 Magnetfeld und Kraft um ein paar Leiter

Q@

T =1y
O—F—
a

Abbildung 51: Vier Leiter

In Abb. ist eine Konfiguration aus vier Leitern gezeigt, die als unendlich lang ange-
nommen werden kénnen. Die Stromrichtungen sind wie gezeigt, die Strome I; = I; sind


http://www.supermagnete.de/faq/Wie-berechnet-man-die-magnetische-Flussdichte
http://www.supermagnete.de/faq/Wie-berechnet-man-die-magnetische-Flussdichte
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gleich. Der vierte Leiter, der I, fithrt kann auf der Diagonalen z = y bewegt werden, die
anderen sind ortsfest an entsprechend 0,a als Achsenabschnitten. Vorsicht, diese Aufga-
be sieht leicht aus, das komplette Durchdenken, insbesondere der hinteren Aufgabenteile
wird aber sicher einen Tag in Anspruch nehmen!

(a) Bestimmen Sie das Magnetfeld der Leiter 1 bis 3 an der Position des Strom 1, also
bei x = y = a! Fertigen Sie eine saubere Zeichnung an, in der Sie die geometrischen
Gegebenheiten erkennen und die Feldkomponenten ablesen kénnen!

Losung:

J r=y.

Abbildung 52: Vier Leiter: Skizze zur Geometrie

In Abb. [p2|finden sich in Position 1 die gesuchten Verhaltnisse. Die Feldbeitrige von
Leiter 1 und 3 zeigen in negative y— bzw. positive x—Richtung. Die Komponenten
entlang der Diagonalen 16schen sich aus, senkrecht zu ihr findet sich das Doppelte
des einfachen Beitrags. Dieses ist gerade die 45° Projektion, also wird der Faktor
1/4/2 eingefithrt werden. Mit dem Abstand 7, = a von jedem einzelnen Leiter hat
man also

I I
2 —
2\/§7ra \/§7Ta

HD13 =
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und insgesamt dann (Leiter 2, Abstand r, = v/2a)

_ 5 1
V2ra  2V/2ma

- ( I - é)
V2ma U2

Das Vorzeichen ist so, dass mit H, > 0 der Vektor der Feldstarke nach unten rechts
zeigt.

Hp,

Bestimmen Sie Richtung und Betrag der Kraft pro Lange auf den Leiter 4 mit Strom
Losung: Fiir einen aus der Zeichenebene heraus zeigenden Stromvektor I, ergibt
sich von den Stromen 1 und 3 eine nach auflen wirkende Kraft, der Strom 2 fiihrt
zu einer anziehenden Kraft. Der Betrag ist

I I
F’ZMOHDL;:M;—:G(Q—EZ) ’

wobei positive F” in positive xy—Richtung wirken.

Fiir welche Stromstarke I, verschwindet die Kraft?
Losung: Das ist nach

bei I, = 21, der Fall.

Bestimmen Sie das Magnetfeld der Leiter 1 bis 3 auf der Diagonalen x = y! Tipp:
Wenn Sie nicht mathematisch rigoros vorgehen, miissen Sie ggf. die Richtung des
Feldes explizit, ggf. bereichsweise, benennen.

Losung: Die gesamte Situation fiir Beispiele fiir alle interessierenden Félle ist in
Abb. p2] aufgetragen.

Die Leiter 1 und 3 sind von der Diagonalen immer gleich weit entfernt, daher hat die
Komponente der magnetischen Feldstéirke beider Strome in Richtung der Diagonalen
immer die gleiche Grofle, aber unterschiedliche Orientierung. Es gibt also keine
Komponente in Richtung der Diagonalen. Die andere Komponente verdoppelt sich.

in den Positionen 1 und 2 weit rechts oben zeigen alle magnetischen Feldstarkebei-
trage nach unten, die Resultierende wird im 45° Winkel nach rechts unten gehen.

In Position 3 leisten Strome 1 und 3 keinen Beitrag. unterhalb dieser Verbindungs-
linie zwischen Leiter 1 und 3 - in Position 4 - ist das resultierende H-Feld von Leiter
1 und 3 nach rechts oben und damit entgegen dem Feld von Leiter 2.

im vierten Quadranten (Position 5) schlieBlich kehrt sich auch dei Feldwirkung von
Leiter 2 um und die Resultierende Feldstarke zeigt im 45° Winkel nach oben rechts.
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Mathematisch lassen sich die Feldstirken nun wie folgt ausdriicken:

1
Hp =2H,sina = ——sina

fiir die gesamte Feldstarke der Strome 1 und 3 in Richtung der Diagonalen, das ist
ja das Doppelte des Beitrags eines Stromes. Die geometrischen Gegebenheiten sind

(z=y)

ro = (x—a)? + 12 = Va2 — 2ax + a? + 22 = /222 — 2ax + a2

o ¢ (¢ —a/2)% + (y — a/2)?
(z —a)®+y?

_\/ 2(x —a/2)?

V222 — 2ax + a?

B x—a/2  (z—a/2)V2
/2P —ar+a®/2  22® —2ax + a?

Fir die Entwicklung des Winkels wurde das griine Dreieck ABC verwendet. Dort
kann der Winkel zwischen AB und BC identifiziert werden.

Ein Test zeigt fiir den Winkel folgendes:

1
Pos. 1: r=a, sina=—
V2
Pos. 3 : x:%, sina =10
. 1
Pos. I, : r=0, siha=——

Damit ist dann der Feldstarkebeitrag der Strome 1 und 3 angebbar:

V2I, (x —a/2)

(222 — 2ax + a?)

Hps =2H,sina =

Hinzu kommt noch der verhdltnisméfig einfach zu berechnende Anteil vom Strom
2, also dann

P n(222 — 2ax +a?) 2 2rx

worin schon die Richtung von I, und wiederum = = y verwendet wurden.

(e) Berechnen Sie die Kraft pro Lénge auf einen Leiter, der einen Strom I, fithrt und
auf der Diagonalen liegt!
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Losung: Die Kraft pro Lange ist

F' = poHpl,

_ poly V21, (z —a/2) _ Holydy
(22?2 —2ax 4+ a?) 2427z

Mit dem positiven Vorzeichen ist eine Kraft in positiver zy—Richtung verbunden.

(f) An welcher Stelle verschwinden Kraft und Feld?
Losung: Hier muss man

V2I, (x —a/2) Iy
T(222 — 2ax +a®) 227z

1
< 4i(r —a/2)x = 22 — 2ax + a® miti:]—l
2

& 4ix? — 2aix = 22% — 2ax + a?
< 2?(4i —2) — 2az(i — 1) = a?
1—1 a?
2% —1 4i—2

@( i—1>2 a? +2(i—1>2
r—a = a
4i—2 4i—2 4i—2

- i—1 N 1 N ( i—1 )2
r=a a .
4i — 2 4i — 2 4i — 2
Die Wahl des Vorzeichens vor der Wurzel und die Wurzel selbst miissen noch unter-
sucht werden. Zunéchst ist zu fordern, dass der Radikant positiv bleibt, ansonsten

ergibt sich eine unphysikalische, komplexe Losung. Also:
1 i—1\?
st (as) >

<:><i—1>2>_ 1

4i—2 4i—2
S (1—1)2>—4i+2

i —2i+1>—4i+2

Si24241>2
ei>—1+V2~0414 oderi< —1—+v2~ —2414

1
< 22 —azx miti#i

Fir einen Strom von I, = 2I;, also (i = 0,5) verschwindet das Feld genau bei
x =y = a, was schon bekannt war. Das Verhalten ist in Abb. [53| gezeigt und wird
im folgenden physikalisch diskutiert. Felder sind in Abb. [54] gezeigt.

Fir groflere Stromstérken I; im Vergleich zu I,, also ¢ > % rutscht dieser Punkt im-
mer weiter nach innen, bis das Feld bei I, = 0 natiirlich nur auf der Verbindungslinie
zwischen Leiter 1 und 3 verschwindet. Das ist bei z =y = a/2.
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Abbildung 53: Punkt z/a, an dem das Feld in der betrachteten Drei-Leiter-Konfiguration
in Abhéngigkeit von dem Stromverhaltnis I, /I, verschwindet. (b) ist nur eine Vergrofie-
rung.

Kleine Strome I; ¢ < % fithren zu einem interessanten Verhalten. Ist I, = 2I,, was
wir schon hatten, dann verschwindet das Feld namlich auch im Unendlichen. Dort
werden alle drei Leiter in (fast) dem gleichen Abstand vom Beobachtungspunkt
gesehen und damit heben sich die Strome gegenseitig exakt auf. Bei etwas kleinerer
Stromstarke I; kommt jedoch zum Tragen, dass fir x = y > 0 die Leiter 1 und
3 etwas dichter am Beobachtungspunkt liegen und damit etwas starker wirken. Im
Grenzfall, dass I; = (v/2 — 1)I, ist, verschwindet das Feld bei z = a(1 + 1/v/2),
was Einsetzen und eine langere Rechnerei zeigt. Fiir noch kleinere I; gibt es keine
Losung mehr, der Leiter 4 wiirde immer von 2 angezogen werden, die Strome 1 und
3 konnen das nicht verhindern, sie sind zu schwach.

Uber diesen weit entfernten Punkt mit verschwindendem Feld, gibt es noch einen
Punkt (Abb. p3p) mit 2 = y > a, also nur etwas grofier. Dieser wird durch das
negative Vorzeichen vor der Wurzel geliefert. Zusatzlich existieren Punkte mit ver-
schwindendem Feld auf der linken Seite fiir negative Koordinaten. Diese entstehen
aber erst, wenn I; > I,/2 wird, werden auch durch das negative Vorzeichen vor der
Wurzel beschrieben und liegen fiir I, ~ I,/2 sehr weit aufien. Es gilt das gleiche
Argument, wie auch fiir die rechts weit auflen liegenden Punkte.

Fir I, < 0 wirden alle drei Leiter einen vierten Leiter (mit Stromrichtung aus der
Ebene hinaus) abstofien. Eine Losung fir verschwindende Kraft kann es also nur
im inneren des durch die Leiter aufgespannten Dreiecks geben. Physikalisch gesehen
kann es hier zwei Losungen geben, nédmlich eine nahe der Verbindungslinie 1 nach
3, dort wo sich die beiden Felder der Strome gegenseitig stark schwéchen und dort,
wo I, besonders stark wirkt, ndmlich in seiner unmittelbaren Nahe. Dieses wird
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Abbildung 54: Magnetische Feldstarke der Drei-Leiter-Konfiguration fir (a) I; = I, (b)
I, =2I,, (c) I, = I,/3 und im anderen Mafistab (d) I, = —31,.

ausgedriickt durch das unterschiedliche Vorzeichen in der Losung fir x.

8.4 Matlab/ Octave und Magnetfelder

Entwickeln Sie ein Matlab/ Octave-Programm, dass Thnen die magnetische Feldstirke
(Betrag als Farbkodierun, Richtung als Pfeile (Quiver)) von Stromfiden senkrecht zur

Bildoberfldche in zwei Dimensionen berechnet und darstellt.
Klarstellung: Also nur konzentrierte Strome, die entweder in die Zeichenebene hinein, oder

aus ihr heraus flielen sollen betrachtet werden.
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Tipp: Verwenden Sie ggf. den Zusammenhang

-y

Il z

ﬁ_Iéx?_ 0
- 2mr? _27T\/302—|—y27

wobei 7 bzw. z,y die Vektoren/ Koordinaten zwischen Stromfaden und Beobachtungs-
punkt sind.

Losung: Das Programm fir drei Leiter im Dreieck (1;,]5 in die Ebene hinein, I, hinaus
ist:

function leiter_ feld_ 2d(i3)

=[0.1:0.05:0.9];
0s=0.0;
y=X;
il=1; i2=1;

[xx, yy]=meshgrid (x,y);
hlx=i1/2/pi./((xx)."24+(yy—1).7240s).x(yy—1);
hly=—il/2/pi./((xx)."24(yy—1).72+08).*xX;
h3x=i2/2/pi./((xx—1).72+(yy). 2408 ).*x(yy);
h3y=i2/2/pi./((xx—1).724(yy). 24o0s).*(xx—1);
h2x=i3%1/2/pi./((xx).724(yy). " 240s).x(yy);
h2y=i3x1/2/pi./((xx).724+(yy). 24o0s).*(xx);
hx=h1x+h2x+h3x;

hy=h1ly+h2y+h3y;

figure (1); clf, hold on; grid on;

contour (xx,yy,sqrt (hx.”24+hy."2) ,50);

quiver (xx,yy,hx,hy);

axis(’'tight ’);

print —dsvg ’leiter_ feld 2d.svg’

end

(x
(
/
(

8.5 Wagenrad

Ein Wagenrad wird wie in Abb. |55/ gebildet aus Drahten mit Leitfdhigkeit x und der Quer-
schnittsflache A . Das Rad hat den Radius r und wird von einem homogenen Magnetfeld
mit der Flussdichte B = B coswt durchsetzt. Bestimmen Sie die eingezeichneten Strome!
Losung: Das wechselnde Magnetfeld induziert eine Spannung. Diese ist zunéchst in
dem groflen Rad

— _d® _ dB(t) _ —WTQEdCOSMt

CTdt dt dt

— mwr? B sin wt
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Abbildung 55: Wagenrad im wechselnden Magnetfeld

und in jedem Viertel entsprechend
s ~
T ZwTQB sin wt .

Nun ist es so, dass die Speichen jeweils die umgekehrt gerichtete Induktionsspannung von
der oberen und unteren bzw. linken und rechten Masche erfahren, so dass in den Speichen
keine Spannung abfallt, damit auch kein Strom fliefit:

iy = 0.

Uber der Felge des Rades (grofier Kreis) fillt aber die Spannung u; ab, die einen Strom
treibt, der durch die Leitfahigkeit des Drahtes dort begrenzt ist:
A A, 1

. . D o S .
11 = —19 = UZ-KJT = UZ-KJQ—W = §I€ADCU7“BSIIlwt.

8.6 Gleichstrommotor

In Abb. ist ein vereinfachtes Modell eines Motors gezeigt. Eine (im unendlichen) ge-
schlossene Leiterschleife der Lénge ¢ (in die Zeichenebene hinein) mit dem Strom der
Starke I befindet sich in einem homogenen Magnetfeld mit der Flussdichte B. Der Radi-
us, auf dem sich die inneren Leiter drehen kénnen betragt r.

(a) Bestimmen Sie das Drehmoment, das auf die Stromschleife wirkt, in Abhangigkeit
vom Winkel a und zeichnen Sie den Verlauf!
Losung:
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/_

MJ](2BIrt
dM /(9B r0)

(a) (b)

Abbildung 57: zur Ableitung der Kraftkomponente (a) und Verlauf des Drehmomentes
tber dem Winkel (b, blau) inklusive der Ableitung (griin)

Die Kraft ist (ohne Vektoren) auf einen Leiter

F=1B¢
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davon wirkt ein Teil nach auBen oder innen und ein Teil in Winkelrichtung (Abb.[57h).
Nur letzterer interessiert fiir das Drehmoment:

F,=1IBlcosa
= M = 2[Brlcosc.

Der Verlauf ist in Abb. p7|(b) aufgetragen. Es ist zu bemerken, dass sich nach o =
/2 die Richtung des Drehmomentes das erste Mal umkehrt.

Untersuchen Sie die Nullstellen des Drehmomentes, was geschieht hier, sind die
Punkte stabil oder instabil?
Losung:

(a) (b)

Abbildung 58: Verhéltnisse an der stabilen (a) und instabilen (b) Lage der Stromschleife

Es gibt hier zwei Nullstellen, eine bei « = 7/2 und eine bei o = 37/2, davon ist die
erste stabil, denn die Anderung des Drehmomentes ist der des Winkels entgegenge-
setzt (Abb.[57b), wenn also die Schleife im Uhrzeigersinn weitergedreht wird, wirks
das Drehmoment negativ, also zurtickstellend.

Die zweite Nullstelle ist ein instabiler Punkt, wird hier die Schleife im Uhrzeigersinn
ausgelenkt, dann erhéht sich das Drehmoment (positiv) und die Schleife dreht sich
weiter. Dieses ist nochmals in Abb. 58 illustriert.

Wie grofl ist die potenzielle Energie, der Schleife im Feld in Abhéngigkeit vom
Winkel « fiir eine Drehung von a4 nach o, und maximal?
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Losung: Hier ist einfach {iber a das Drehmoment zu integrieren:
Qg
Woor = / Mda
Qg
Q2

= 2[Br£/cosada

= 2IBrl (sinay, —sina;) .

Maximal kann sich die Schleife von der instabilen bis in die stabile Position drehen,
wenn sie ohne dufleren Antrieb einfach losgelassen wird. Damit ist dann

a, = 270°
042 - 900
W, =4IBrt.

(d) Was muss also geschehen, um aus dieser Stromschleife einen Motor zu machen? Ge-
ben Sie nach Threr Verdnderung den Drehmomentverlauf iiber dem Winkel an!
Losung: Es muss dafiir gesorgt werden, dass - Drehrichtung im Uhrzeigersinn
vorausgesetzt - nur ein positives Drehmoment wirkt. Dazu miissen entweder die
Stromrichtung in der Schleife oder das Magnetfeld umgekehrt werden. Diese Um-
kehrung muss in der Nullstelle des Drehmoments (also bei liegender Leiterschleife)
geschehen. Der Verlauf des Drehmomentes ist in Abb. [59| gezeigt.

1

-
~
&
e
0.5
<~
=~
~
=z
0 \
05
-1
0 1 2 3 4 5 6 (X 7

Abbildung 59: Drehmomentverlauf bei umgepoltem Strom bzw. Magnetfeld (blau) inklu-
sive der Anderung des Magnetfeldes (griin)
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8.7 Magnetfeld von zwei Leitern

Zwei diinne (Radius ), sehr lange Leiter liegen im Abstand d = 300 mm voneinander in
der Luft und fithren jeweils den Strom I; = 1 A und I, = 2 A. Einer der Leiter liegt - wie
in Abb. [60| gezeigt - parallel zur z—Achse, der andere parallel zur y—Achse.

I

o

2r

2r Il

0N &=

Abbildung 60: Zwei Leiter kreuzen sich rechtwinklig

(a) Berechnen Sie das Magnetfeld (vektoriell) von Leiter 1 (1) an jedem Ort von Leiter
2! (7 Punkte)
Losung: Fiir den Betrag der magnetischen Feldstérke um den Leiter 1 gilt immer

I

21/ y? + d?

entlang des Leiters 2. Es ist nur noch der vektorielle Charakter zu berechnen. Eine
x—Komponente gibt es nicht. Ansonsten fiihrt die Anschauung (evtl. Skizze oder
auch saubere Berechnung) auf

H, ; 0
H =—1 |q].
Hiz 27 (y? + d?) y

(b) Welche Kraft wird von Leiter 1 auf Leiter 2 ausgetibt? Beschreiben Sie die Wirkung,
geben Sie Ansitze an und versuchen Sie das Problem zu lésen! (8 Punkte)
Losung:

Ein Kraftelement (hier dF),) nach Abb. 61| wird einzig von der z—Komponente des
magnetischen Feldes hervorgerufen, denn nur diese steht senkrecht zum Strom I,.
Es ist dann

le

poli Loy

F=LpgH,, = R+ )
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H,

o

2r

2r Il

10 &=

Abbildung 61: Zwei Leiter kreuzen sich rechtwinklig

Die gesamte Kraft wire dann

(oo} o0

, poly Loy
F = — =27 __dy.
/ =4y /2ﬂ(y2+d2)dy

—00 —O0

Ob das Integral l6sbar ist und konvergiert ist hier egal, da es aufgrund der Symmetrie
Null ergeben muss. Es tritt aber sehr wohl ein Drehmoment um den Urprung herum
auf. Dieses ist dann

oo

/ poli 1oy
M= [ Flydy= ————dy,
/ o/ / 2m(y? +d?) "
was nicht konvergiert, sondern zu einem unendlichen Drehmoment fithren wird. Das
liegt natiirlich daran, dass beide Leiter unendlich lang sind. Hier ist also die Grenze

des Modells der sehr langen Leiter erreicht.

Bewertung: Fiir die Bewertung hat geniigt, das Kraftelement zu bestim-
men und zu argumentieren, dass die Kraft insgesamt verschwindet.
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9 Magnetfelder einiger wichtiger Anordnungen

9.1 Magnetfeld im inneren und dufleren eines Leiters (Gleich-
stromfall)

Abbildung 62: Geometrie des Leiters.

Berechnen sie das Magnetfeld im inneren und &ufleren eines Leiters (siche Abb. , wenn
die Stromdichte homogen (d.h. konstant) im Innenraum ist.

Losung:
0.2
0.15
o
S
=
~
jsa}
0.1 AN

0.05 B
0

0 0.5 1 15 2 25 7/r0 3

Abbildung 63: Magnetische Feldstérke im und auflerhalb des Leiters.

Es gilt einfach der Durchflutungssatz, so dass das Magnetfeld immer von dem umlaufenen
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Strom bestimmt wird. Es ist aber zwischen Innen- und Auflenraum zu unterscheiden. Es
liegt eine Zylindersymmetrie vor. Damit ist dann

% Hr) = // RS / 7J(q~) rddr
1

& 2mrH(r) = 27r§1°2J

1
< H(r) = §JT’.

Wer sich fragt, wo das iibliche 27r geblieben ist, der setze fiir die Stromdichte den auf
den Leiterquerschnitt verteilten Gesamtstrom J = I/(7r3) ein und erhélt

H(r)= ! Ir.

- 2
2mrg

Im Auflenraum zéhlt nur der Gesamtstrom, die magnetische Feldstérke ist also

9.2 Magnetfeld im inneren und dufleren eines Leiters (Wechsel-
stromfall)

06 08 T/To 1

(b)

Abbildung 64: Geometrie des Leiters (a) und angenommene Stromverteilung (b).
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Berechnen sie das Magnetfeld im innere und duBeren eines Leiters (siche Abb. [62)). Im
Wechselstromfall tritt eine Stromverdrangung zu den Réndern des Leiters hin auf (Skin-
Effekt). Dieses ist umso schwerwiegender, je héher die Frequenz ist, doch auch bei Hoch-
spannungsleitungen zu beachten. Der Stromdichteverlauf ist in Abb. (b) gezeigt und
wird mit
J(r)= Joer/ g

genahert (eigentlich ist es eine Besselfunktion). d ist die sogenannte Eindringtiefe. Bestim-
men Sie den Gesamtstrom und die magnetische Feldstédrke innerhalb und auflerhalb des

Leiters!
Losung: Fiir den Strom ist erst einmal die Stromdichte tiber den gesamten Querschnitt

7Zu integrieren:
1= // JdA =
A

To 2w

://J(r) rdodr

= 27TJ0/7“€T/6CZ7°
0
— 2gr/5 (L _
2w J,6%e (5 1)

To

0
= 27J,0> <er0/5%0 — ero/d 4 1)

Fiir das Magnetfeld kann alles verwendet werden, was oben schon berechnet wurde, nur
dass nun im Durchflutungssatz r anstatt r, eingesetzt wird.

f Hr) = // RS / 7}(70) rddr

< 2mrH(r) = 27rJ052 (e’"/‘sg — e/ 4 1)

r/é 1— 67'/6
) * r ) '

& H(r) = J,6° (e

Auf den Gesamtstrom beziehen wir das hier nun nicht mehr, um Schreibarbeit zu sparen.
Fiir das Auflenfeld gilt wieder:

1
H =—1.
alr) 2mr
Abb. 65| zeigt das Ergebnis fiir 6 = 0,3r,. Deutlich ist die Verdrangung des Magnetfeldes
aus dem Auflenraum zu erkennen, was der eigentliche Grund fir die Verdrangung des

Stromes an die Oberfliache ist.
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o

H/(Jo6?)

ES

0 0.5 1 15 2 25 T/ro 3

Abbildung 65: Magnetische Feldstdrke im und auflerhalb des Leiters fiir exponentielle
Stromdichterverteilung mit § = 0,3r,.

9.3 Die Zylinderspule

N Windungen

LA

Abbildung 66: Zylinderspule

Die in Abb. 66| gezeigte Spule ist sehr lang (¢ = 10 cm) und hat 1000 Windungen, wenigs-
tens so lang, dass Randfelder vernachlissigt werden koénnen.

(a) Bestimmen Sie die magnetische Feldstérke und die Flussdichte im inneren der Spule!
Losung:

Es wird ein Umlauf gewéhlt (Abb. [67h), der entlang einer Feldlinie im inneren ver-
lauft (1), an den Enden, die ja weit weg sind, auf- und absteigt (2,4) und auerhalb

wieder zuriicklauft (3). Auflerhalb der Spule, also auf den Teilstrecken (2,3,4) ist
das magnetische Feld gering, so dass von dem Umlaufintegral nur das Teilstiick in
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oY

N Windungen

A
)
\

(a)

Abbildung 67: Zylinderspule mit Umlaufintegration (a) und das numerisch berechnete
Feld (b)

er Spule iibrig bleibt und damit ist

H!=NI
NI

&S H=—
14

NI

(b) In der Spule befindet sich eines der in Abb. |68 gezeigten beiden Materialien.

Welches Material wiirden sie verwenden, wenn es nur darum geht, im inneren eine
moglichst hohe Flussdichte zu erzeugen und bei Wechselstrombetrieb die Verlus-
te gering bleiben sollen? Welche Flussdichte kann sinnvoll erreicht werden, welche
Feldstérke und welchen Strom benotigt man dafiir?

Losung: Bei Wechselstrombetrieb muss die Flache in der Hysterese moglichst
gering bleiben, es ist ein weichmagnetisches Material zu verwenden, was das Eisen
nach Abb. [68| darstellt. Die sinnvoll (also noch nicht zu sehr geséttigt) erreichbare
Flussdichte von

B~21 E
m2
erreichen will, benotigt man eine Feldstarke von ca.
kA
H =50—
m

so dass ein Strom von
N -I=H!=5000A <1 =5A

flielen muss.
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Magnetisierungskurve (Neu- und Grenz-) von Eisen

B/(Vs/m?)
o

///

—4_80000 -300000 -200000 -100000 H/(E/m) 100000 200000 300000 400000

Abbildung 68: Magnetisierungskurven dhnlich zu Eisen nach FEMM Materials Library,
abgeschatzt.

(c)

(d)

Der Kern wird getauscht und es wird das hartmagnetische Material der beiden

verwendet. Welches Material wird verwendet?
Losung: Das ist das hartmagnetische Material AINiCob in Abb.

Der Strom in der Spule wird erstmalig (das Material war vorher ausgeglitht) auf den
vorstehend berechneten Wert erhoht, dann langsam wieder auf den exakt doppelt
negativen Wert gesenkt, um dann wieder auf den oben berechneten Wert erhéht zu
werden. Wie grof§ ist maximal, minimal und am Ende die Flussdichte?

Losung: Zunédchst bewegt man sich auf der Neukurve bis ca. H = 50kA /m. Dort
wird die Flussdichte maximal ca. B = 1,3 T, bei H = —100kA /m erreicht man ca.
B = —1,3T und hat bei der Aufwirtsbewegung bis zu H = 50kA /m dann gerade
das Material mit B = 0 wieder entmagnetisiert.

Die Vorrichtung soll verwendet werden, um Permanentmagnete aus AINiCob zu
magnetisieren. Auf welchen Betriebsstrom wiirden Sie die Spule dimensionieren und

welche Remanenzflussdichte kann erreicht werden?
Losung: Hier sollten nun bis zu I = 2 A flielen kénnen, damit das Material in

die Sattigung getrieben werden kann. Es wird dann eine Flussdichte von
Bp~12T

im Material verbleiben.
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Magnetisierungskurve (Neu- und Grenz-) von AINiCo5
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Abbildung 69: Magnetisierungskurven ahnlich AINiCo5 nach FEMM Materials Library,
abgeschatzt.

9.4 Ringkernspule

Abbildung 70: Geometrie der Ringkernspule
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Berechnen Sie die magnetische Feldstédrke und die magnetische Flussdichte sowie den
magnetischen Fluss einer Ringkernspule (Abb. . Es kann die Naherung fiir enge Ringe,
also R > r, verwendet werden! Fiir einen Zahlenwert kann angenommen werden: I =
1A, N =20, R=10cm, r, = 0,5cm, p, = 850 (Bemerkung: Das sind eher untypische/
realistische Werte, aber die o.g. Naherung sollte erfillt bleiben.)

Losung: Hier bendtige man nur die mittlere Lénge einer Feldlinie, da die Nédherung fiir
schmale Ringe besagt, dass alle Feldlinien gleich lang sind. Es ist also

NI A
H=———=30,32—.
2n(R +1y) m
Dieses bestimmt die Feldstéirke. Bei linearem Material im Kern folgt fiir die Flussdichte
und den Fluss:

uNT mVs
B=puH=—r""_ — 3936
a 2n(R+ 1) ’ m?
NImr? NIr?
o =pBA, =T - P00 9542 Vs

“” 2r(R+71y) 2(R+1,)
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Formelsammlung
Elektrotstatik
Ladung Q= [ pdl=[[ psdAd=[[[] pydV in As
Linienladungs- A= in %
dichte
Flachenladungs- | o = pg in %
dichte
Raumladungs- p=py in %
dichte
Materialgesetz/- | D = eye, E in VS/Am
Verschiebungs-
flussdichte
2
Potenzial ¢, =— [EdS inV
' i
- gw
Elektrisches Feld | F = —grad ¢ = — 8—(5 in %
9¢
_ oz
Wegunabhén- $EAS=0
gigkeit
Hiillenfluss Q= [[[pydV = DdA
Kapazitét C= % = #;DdA in F
[Eds
Metall E=0
Grenzschicht Tangentialkomponente von E ist stetig

Normalkomponente von D ist stetig
tanoyg €

tan aq €9

a gemessen zwischen Nor-
male auf Grenzschicht und
Feldlinie

Energie des elek-
trischen Feldes

W, = [[f, EDdV = 1CU% = &

Kraft durch En- | FF = — (dz5> = (d;/‘;e) in N
- g=const U=const

ergieanderung

Kraft zwischen | F, = f;g% in N

Ladungen
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Stromungsfeld
Stromdichte S oder J in A/m?
Strom I=[[JdA in A
Strom durch ge- | §f JdA =0
schlossene Hiille
Materialgesetz J = kE mit spez. Leitfahigkeit [k] =
S
Grenzschicht Tangentialkomponente von E ist stetig
Normalkomponente von .J ist stetig
Leistungsum- P = SEdV =UI in W
wandlu;glg in fffv
Leitern
fEdg
Widerstand R = jlf A in Q
Magnetfeld
Magnetischer o= [[B dA in Vs
Fluss
Durchflutungs- | § Hds =1 = [[ SdA
satz
Kontinuitit des | ¢ B dA =0
mag. Flusses
Materialgesetz B = pop, H in Vs/m?
Permeabilitét o =4m x 1077 3=
(Vakuum)
Grenzschicht Tangentialkomponente von H ist stetig
Normalkomponente von B ist stetig
Kraft zwischen | F' = 2= - Illeé ¢ Lange, r Abstand
stromfithrenden
Leitern

Kraft auf Leiter
im Magnetfeld

F=1 (IxB)

‘ Langenelement mit Rich-
tung

Remanenzfluss-

dichte

Br #0wenn H =0
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Koerzitivfeld- Hp #0wenn B=0
starke
Kraft auf hoch- | F' = gzg‘ in N
permeable Fla-
che
Magnetischer Kreis
Magnetischer +=R, = MLA in &=+
Widerstand
/2 Hds
Mag. Wider- | R,, = fldeA’
stand aus Feld
2
Ohmsches  Ge- | V,, = R, ® = [ Hd3 in A oder AW
setz 1
Magnetische © = ¢ Hds(= NI) in A oder AW
Spannungsquelle
Naherungen oft werden mittlere Léangen verwendet,
Streufliisse vernachléssigt
Energie, Kraft, Induktion
Induziertes E, =UxB in ¥
E-Feld (Bewe-
gung) .
Induzierte u, = [ (4 x B) ds \
Spannung  (Be- 1
wegung)
Ruheinduktion | u, = —N %
Selbstinduktivi- | L N% = % in % =H
tat
Gegeninduktivi- | M, = N, 321 in H (Strom in Leiter 1,
tat ' Fluss in Leiterschleife 2)
Induktivitat aus | M bzw. L = {9{553?

Feld

Energie im Ma-
gnetfeld

W, = JIf %' dV = LI

Allgemeine
Kraftformel

P, - )

d=const i=const
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Geometrie und Koordinaten

Kreisumfang 27r Kreisflache 2
Kugeloberfliche | 47r? Kugelvolumen amr®
Azimuthales rdo

Wegelement

Zylinderkoordinatensystem \ Kugelkoordinatensystem

T =1rCcoso x =rcos¢sinf

Yy =rsing y =rsin¢sinf

2=z z=rcosf
r:\/x2+y2 r:\/x2+y2—|—z2

¢ = arctan(y/x) ¢ = arctan(y/x)

z=z 0 = arctan(y/x2 + y2/2)

F.=F,cos¢+ F,sin¢
F,=—F,sin¢g + F, cos¢
F . =F,

F,.=F,cos¢sinf + F, sin¢gsinb + F, cos
F,=—F,sin¢g + F, cos¢
Fy=F, cos¢cost + F, singcost — F, sinf

F,=F.cos¢— F,sin¢g
F,=F.sin¢g+ F,cos ¢
F,=F,

F, = F, cos¢sinf — F,; sin ¢ + Fj, cos ¢ cos 0
F,=F,sin¢gsinf + F;cos¢ + Fysin¢cos 6
F,=F. cosf — Fysinf

Integrale

/sin(ac) dx = — cos(x)

n+1
/x"da:: x
n -+

.z
dx = arcsin —

1
B
/m”
| =
V=

1

X
S S S
/\/xz Fa? Va? +a?

Bemerkung.

x
S R
72 — a2 72— g2 72 — a2

T
dx = arsinh —

/cos(m) dz = sin(x)

. 1
. fir n # —1 /de—ln(m)

1 x

/ 5 dr =
a Va2 — 22 a’va? — z?
1 x
T = arccos —

1
- -
va? — x? /\/$2—a2 a

T 1

Tr =

dx

1 x
a /«/x2—|—a23 a2V + a?

1
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